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Resumen

Comprender la fisica de las ondas resulta fundamental para el Ingeniero Geofisi-
co interesado en la Sismologia y sus aplicaciones. Estas notas se apegan al temario
de la asignatura de “Fisica de las Ondas” impartida en el 7.° Semestre de la carrera
de Ingenieria Geoffsica en la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional
Auténoma de México. Estos apuntes son esencialmente una compilacién y traduc-
cién de secciones del libro de Stein y Wysession (2003).
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1. Soluciones de las Ecuaciones de Movimiento en un
Sélido Elastico Infinito: Ondas Py S

Objetivo: El estudiante comprendera los conceptos de las ondas eldsticas y anali-
zard su propagacion en medio homogéneos.



1.1. Los esfuerzos, la ecuacion de movimiento y las deformaciones

La segunda ley de Newton establece que la aceleracién de un objeto es directamente
proporcional a la fuerza neta que actia sobre éste e inversamente proporcional a su
masa. En otras palabras, esta ley explica que al aplicar una fuerza sobre un cuerpo se
modifica su estado de movimiento, cambiando su velocidad en médulo o direccién. La
segunda ley de Newton estd dada por

F =ma, (1.1)

donde F es el vector de fuerza aplicada, m y a son la masa y el vector de aceleracién
del cuerpo respectivamente.

Desde el marco tedrico de la mecdnica del medio continuo, la segunda ley de Newton
nos permite describir la propagaciéon de ondas en un material deformable continuo.
Con este fin, se reescribe la segunda ley de Newton en términos de fuerza por unidad
de volumen y densidad (masa por unidad de volumen). Si la densidad no cambia con el
tiempo, la fuerza por unidad de volumen f(z, ) es igual al término inercial®, producto
de la densidad p y la segunda derivada del vector de desplazamientos u(z, t), tal que

2u X
1) = p ALY

/ — 5 (1.2)

El objetivo de esta subseccion serd la de utilizar la segunda ley de Newton para caracte-
rizar a un medio continuo y su respuesta a fuerzas aplicadas. Primero se introducira al
tensor® de esfuerzos que describe las fuerzas actuando sobre un medio continuo defor-
mable. Después, se formula la ecuacion de movimiento (la segunda ley de Newton),
la cual nos relaciona los esfuerzos con los desplazamientos. La variacién del des-
plazamiento dentro del material genera la deformacién interna descrita por el fensor
de deformaciones. Esta deformacion estd relacionada con los esfuerzos a través de la
ecuacion constitutiva que caracteriza las propiedades del material.

1.1.1. Esfuerzos

Existen dos tipos de fuerzas que pueden actuar sobre un objeto. La primera es una
fuerza de cuerpo, que actia en todo el interior de un objeto, que da como resultado
una fuerza neta proporcional al volumen del objeto. Un ejemplo de fuerza de cuerpo es
aquella debido a la gravedad® g; 1a fuerza neta en un cuerpo infinitesimal con densidad
p 'y volumen dV es pgdV. Las unidades de una fuerza de cuerpo son de fuerza por
unidad de volumen.

El segundo tipo de fuerza es la fuerza de superficie, la cual actia en la superficie de
un objeto, que conduce a fuerza neta proporcional al area del objeto. Por ejemplo, un

Inercia: Es la resistencia que opone la materia a modificar su estado de reposo o movimiento

2En matemiticas y en fisica, un tensor es una entidad algebraica de varios componentes que generaliza
los conceptos de escalar, vector y matriz de una manera que sea independiente de cualquier sistema de
coordenadas elegido (ver la Seccién 1.1.1.1).

3Dato interesante: Albert Einstein demostré que la fuerza de gravedad es una ilusién, un efecto de la
geometria espacio-tiempo. La Tierra deforma el espacio-tiempo de nuestro entorno, de modo que el propio
espacio nos empuja hacia el suelo.



objeto sumergido en un fluido es sujeto a una presién igual al peso (una fuerza) por
unidad de drea del fluido arriba del objeto. En cualquier punto de la superficie del
objeto, la presion es dirigida a lo largo de la normal de la superficie. De modo que, una
fuerza de superficie actiia en distintas direcciones en diferentes partes del objeto; en
contraste con la gravedad que es una fuerza de cuerpo que actiia siempre hacia abajo.
Las fuerzas de superficie tienen unidades de fuerza por unidad de area. Ahora considere

Figura 1: Fuerza de superficie dentro de un elemento de volumen V' que forma parte de
un material méds grande. La fuerza de superficie F en el exterior del material V' actiia en
cada elemento de superficie dS, que tiene un vector normal unitario que apunta hacia
afuera n. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

las fuerzas que actdan sobre un volumen pequefio V', con superficie S, dentro de un
medio continuo mds grande (Fig. 1). El material dentro de V' estd afectado for fuerzas
de cuerpo que actian en todo el interior de V' y fuerzas superficiales que actian en la
superficie S. Con la fuerza de superficie I’ que actda en cada elemento de superficie
dS, con vector normal unitario 71, se define el vector de traccién T, como la fuerza de
superficie por unidad de area en el limite

T() = Jim, 5 0
El vector de traccién tiene la misma orientacion que la fuerza, y es funcién del vector
normal unitario 2 porque depende de la orientacién de la superficie.

El sistema de fuerzas de superficie que actian en un volumen se describe a través de
tres vectores de tracciéon. Cada uno actiia sobre una superficie perpendicular a un eje
coordenado. Se define I(j ) como el vector de traccion que actia en la superficie cuyo
vector normal estd dada por ¢;. Los componentes de los tres vectores de traccion son

Tl-(j ), donde el superindice (j) indica la superficie y el subindice ¢ indica el componente.

Por ejemplo, Tél) es el componente x3 de la traccién sobre la superficie cuya normal
es €.
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Figura 2: Vectores de traccidn en tres caras de un elemento de volumen. Imagen tomada
de Stein y Wysession (2003).

El conjunto de los nueve términos que describen las fuerzas de superficie pueden ser
agrupadados en el tensor de esfuerzos, g. Las filas del tensor son los tres vectores de

traccion, tal que

T 1 1 1
o1 012 013 I(l)T I SO S

g = 021 0922 023 = 2(2) = T1(2) T2(2) T?SQ) . (14)
031 032 033 2(3)T T1(3) T2(3) T3§3)

Por lo tanto, el componente del tensor de esfuerzos o; es el i-€simo componente del
vector de traccion que actda en la superficie cuyo vector normal es ¢;. El esfuerzo
representa la fuerza por unidad de drea que el material del exterior ejerce sobre el
material del interior. En la geometria de la Fig. 2, cuyas superficies estdn definidas por
los ejes coordenados, es facil notar que oj; = Ti(J ),
En algunas aplicaciones, resulta mds conveniente escribir los ejes coordenados como
x, Yy z,tal que

Ozx Ozxzy Ogxz

Oj; = Oyxr Oyy Oyz . (15)
Ozx Ozy Ozz

El tensor de esfuerzos permite conocer el vector de traccién que actia en cualquier
superficie dentro del medio. Para ilustrar esto, se examina la traccién en un elemento
arbitrario de superficie d.5, cuyo vector normal 7 no es paralelo a un vector candnico.
Considere el material dentro de una tetraedro infinitesimal de volumen dV formado por
aquella superficie y otras tres caras perpendiculares a los ejes coordenados con normal
—éj (Fig. 3). El 4rea de la cara con normal en la direccién —éj esta dada al utilizar el
producto escalar para encontrar el coseno del dngulo entre v y €,

(- &;)dS = n;dS. (1.6)

Como la traccidn es una fuerza por unidad de 4rea, la fuerza de superficie neta en una
direccién dada, se encuentra al multiplicar cada componente de la traccién por el drea
de la cara donde actda y la suma sobre todas las caras. De modo que la fuerza total
en la direccion ¢; se debe a este componente de la traccion, aquellos de los esfuerzos



Figura 3: Componentes del tensor de esfuerzos en la cara de un tetraedro. Imagen
tomada de Stein y Wysession (2003).

en las otras tres caras y el componente de la fuerza de cuerpo f en esa direccion. Esta
fuerza total es equivalente a la masa pdV" del tetraedro multiplicado por el componente
de la aceleracion en la direccion €,

82ui
ot2

3

J=1

av. (1.7)

Dividiendo por el drea y tomando el limite dV/dS — 0, observamos que el tensor de
esfuerzos estd relacionado con la traccién y el vector normal por

3
T, = ojin; = ojing, (1.8)

j=1

donde la dltima forma usa la convencién de notacién indicial donde indices que se
repiten indican la suma. Como esta ecuacién determina la traccién en una superficie
arbitraria, el tensor de esfuerzos describe las fuerzas de superficie que actian en cual-
quier volumen dentro del material.

La convencién del signo para los componentes del esfuerzo proviene de la relacién
entre el vector normal hacia afuera y la base de vectores. La Fig. 4 muestra los compo-
nentes positivos de los esfuerzos que actiian en un cubo con caras perpendiculares a los
ejes coordenados. Por ejemplo, en la cara con normal hacia afuera é5 = (0,0, 1), o33 es
positivo en la direccién €5 y 031 es positivo en la direccién €;. Como las tracciones son
T; = 03;, 033 y 031 positivos conducen a fuerzas en las direcciones x3 y = respectiva-
mente. Por el contrario, en la cara opuesta con normal hacia afuera —é; = (0,0, —1),
033 es positivo en la direccién —z3 y 031 es positivo en la direcciéon —z;. Por lo tanto
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Figura 4: Componentes del tensor de esfuerzos en las cara de un elemento de volumen.
Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

las tracciones T; = —o3,; inducen fuerzas en las direcciones —z3 y —x;.

Los tres componentes de la diagonal del tensor de esfuerzos, 011, 022 y 033, son cono-
cidos como esfuerzos normales, y los seis restantes fuera de la diagonal son los esfuer-
zos de corte. Los componentes correspondientes al vector de traccién son la traccién
normal y la traccion de corte. La Fig. 4 muestra que el esfuerzo normal positivo tiende
a expander el volumen, mientras que el esfuerzo normal negativo tiende a disminuir-
lo. Por lo tanto, valores positivos de las tracciones normales son una fension, mientras
que valores negativos son una compresion. En la mayor parte del interior de la Tierra,
como el material estd sujeto a compresion por el peso de las rocas que soporta, los
componentes del esfuerzo normal son negativos. Los Geofisicos comtiinmente hablan
del “maximo esfuerzo de compresion” el mds negativo y mds grande en valor absoluto,
y del “minimo esfuerzo de compresién”, el menos negativo y menos grande en valor
absoluto.

Una propiedad importante del tensor de esfuerzos es que es simétrico

Oi5 = Ojj- (19)

Porque el tensor de esfuerzos es simétricos, la ec. (1.8) usualmente se escribe como

3
Ti = Z O45M5 = O35 , (110)
j=1
o en su forma vectorial como
T = gn. (1.11)

Los esfuerzos tienen unidades de fuerza por unidad de drea. En el sistema cegesimal
de unidades (cgs) basado en centimetro, gramo y segundo, la fuerza est4 dada en dinas
(dyn), con 1 dyn = 1 g-cm/s2. Por lo que los esfuerzos estdn dados en dyn/cm?, o
bares, una unidad equivale a 10 dyn/cm?. En el sistema internacional de unidades (SI)
basado en metro, kilogramo y segundo, la fuerza estd dada en Newtons (N), con 1 N
= 1 kg-m/s2. Por lo que los esfuerzos estdn dados en Pascales(Pa), con 1 N = 1 kg-
m/s2, por lo que en Pa, una unidad equivale a 1 N/m?. Los dos conjuntos de unidades



pueden relacionarse como 1 Pa = 10 dyn/10*cm? = 1075 bars, tal que 1 MPa es igual
a 10 bars.

1.1.1.1. Los esfuerzos como un tensor Se ha utilizado el término “tensor” sin ha-
berlo definido. Ya se revis6 que los esfuerzos provienen de la relacién entre los vectores
de traccién y normales, y que es una entidad con dos subindices que tienen propieda-
des similares a aquellas de los vectores. Los vectores son entidades independientes del
sistema de coordenadas, de modo que las leyes fisicas escritas con ellos no dependen
del sistema de coordenadas utilizado y pueden ser analizados usando cualquier sistema
de coordenadas conveniente. A continuacién se demostrardn que los tensores son enti-
dades similares.

De forma especifica, un vector es una entidad que permanece igual en dos sistemas de
coordenadas (ver Apéndice A.1), tal que sus componentes en dos sistemas de coorde-
nadas Cartesianos estan relacionados por la matriz de transformacién A. Por lo tanto,

dados dos conjuntos de ejes (1, x2, 23) y (2}, 25, 2%), los componentes de un vector
u estdn relacionados por
v = Au. (1.12)

La relacion entre los componentes del tensor de esfuerzos en dos sistemas coordenados
Cartesianos puede ser encontrada usando el hecho de que este relaciona los vectores de
traccién y normales en cada sistema coordenado. Los componentes de los vectores de
traccién y normales en los dos sistemas coordenados satisfacen

T = AT, ' = Ap. (1.13)

La transformacién inversa puede escribirse usando la inversa de A que, como A es

ortogonal, es igual a su transpuesta
n=A"R=A"n (1.14)

En el sistema de coordenadas primo, la traccién estd relacionada con el vector normal
y el tensor de esfuerzos por
T'=g7n, (1.15)

de modo que, por las ecs. (1.13) y (1.14),

T' = AT = Aoi = Ac AT/ (1.16)

Comparando las ecs. (1.15) y (1.16) se tiene que
g = AgA”. (1.17)

Esta ecuacidén define un tensor en coordenadas Cartesianas. Cabe recordar que aquello
que define a un vector, mds que s6lo un conjunto de tres nimeros, son sus propiedades
de transformacion entre sistemas coordenados de tal forma que lo preservan como una
entidad independiente del sistema coordenado utilizado. De manera similar, una matriz



de nimeros es un tensor sélo si se transforma entre sistemas coordenados de acuerdo a
la ec. (1.17). Se derivé esta transformacién a un tensor, en este caso el esfuerzo, que es
un operador que relaciona dos vectores, el vector de traccion y el vector normal, de una
forma especifica sin importar el sistema coordenado. Como la aplicacion de la matriz
A transforma un vector, dos aplicaciones de la matriz A transforman un tensor. Des-

afortunadamente, los tensores son mas dificiles de visualizar que los vectores. Aunque
el tensor de esfuerzos pueda parecer complejo, es uno de los tensores mas sencillos de
interpretar.

Para ilustrar estas ideas, consideraremos como ejemplo la manera en que los compo-

Figura 5: Componentes del tensor de esfuerzos diferentes para sistemas coordenados
diferentes. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

nentes de esfuerzos cambian entre sistemas coordenados. Asuma un bloque de mate-
rial, con caras perpendiculares a los ejes x1 y z2, que es sujeto s6lamente a esfuerzos
normales o y o2 (Fig. 5), tal que el tensor de esfuerzos es diagonal,

g1 0 0
a=| 0 o3 0 |]. (1.18)
0 0 O

Abhora, considere que los esfuerzos actiian en un bloque mds pequefio, con orientacién
diferente, dentro del bloque mds grande. Para encontrar las tracciones en los lados
del segundo bloque, se define un segundo sistema coordenado en donde los ejes z
y % son normales a las caras del bloque y estdn rotados por 6 con respecto a los
ejes x1 y 2, mientras que 3 y x4 coinciden. Aunque los esfuerzos son los mismos en
ambos bloques, los componentes del tensor de esfuerzos expresados en los dos sistemas



coordenados difieren. La relacion entre los componentes estd dada por

g = AcA’
cosf@ sinf O o1 0 O cosf) —sinf O
= —sinf cosf 0 0 o9 O sinf cosf 0
0 0 1 0 0 O 0 0 1
o1 cos? 0 + oy sin? @ (09 —o1)sinfcosf 0
= (02 —01)sinfcosf oysin®6O 4 oycos26 0 | . (1.19)

0 0 0
Por ejemplo, sio; = 1,09 = —1,y 0 = 45deg,

0 -1 0
gd=| -1 0 o0 |. (1.20)
0 0 0

Por lo tanto, a pesar de que el bloque mds grande estd orientado de manera que el
tensor de esfuerzos causa tracciones normales solamente, compresion a lo largo del
eje x2 y tension a lo largo del eje x1, el bloque pequeiio estd sujeto a tracciones de
corte Unicamente, debido a que cuenta con una orientacion diferente. Este ejemplo
muestra como los componentes del tensor de esfuerzos puede diferir en dos sistemas
de coordenadas diferentes a pesar de representar la misma entidad, el estado fisico de
los esfuerzos.

1.1.1.2. Esfuerzos principales Para un estado de esfuerzos dado, el vector de trac-
cién actda en la mayoria de las superficies dentro del material con componentes nor-
males y tangenciales. Sin embargo, existen algunas superficies con una orientacion tal
que los esfuerzos de corte se desvanecen. Estas superficies pueden ser caracterizados
por sus vectores normales, llamados ejes de esfuerzos principales*; cuyos esfuerzos
normales a estas superficies son llamados esfuerzos principales.
Para encontrar los esfuerzos principales, se usan los conceptos de eigenvalores y eigen-
vectores. Los componentes de la traccién de corte serdn cero si la traccién y el vector
normal son paralelos, tal que ellos difieren tinicamente por una constante multiplicati-
va, A,

Ti = 04Ny = /\nl (121)

Por lo tanto, los ejes de esfuerzos principales fi son los eigenvectores del tensor de
esfuerzos, y los esfuerzos principales A estdn asociados a cada uno de los eigenvalores.
Los eigenvalores y los eigenvectores pueden ser encontrados al resolver el sistema
lineal de ecuaciones homogéneo

(0ij = Adij)n; = 0
o1 — A 012 013 ny 0
091 022 — A 023 no = 01, (1.22)
031 032 033 — A ns 0

4El concepto de ejes de esfuerzos principales es importante para caracterizar el mecanismo de la fuente
sismica

10



donde J;; es la delta de Kronecker con valor igual a cero cuando ¢ # j y uno cuando
¢ = j. Una solucién no-trivial existe inicamente para aquellos valores de A para los
cuales la matriz es singular (no tiene inversa) , lo cual ocurre cuando su determinante
€s cero

o1 — A 012 013
det 0921 0929 — A 0923 =0. (123)
031 032 033 — A

Desarrollando el determinante se obtiene el polinomio caracteristico
N LN+ LAN—13=0, (1.24)

cuyos coeficientes, los invariantes del tensor de esfuerzos, son independientes del sis-
tema de coordenadas y estdn dados por

I, = o011+ 092+ 033, (1.25)

L, = det(gll I12 )+det<”22 "23)+det<c’“ "13)(1.26)
o1 022 032 033 031 033

I; = detg. (1.27)

Las raices A de la ec. (1.24) son los eigenvalores o esfuerzos principales, denotados
por o,,,, que usualmente estdn ordenados de forma decreciente 0; > o2 > o03. En
Geologfa, donde todos los esfuerzos son compresivos (negativos), usualmente se or-
dena los esfuerzos principales por magnitud, |o1| > |o2| > |o3|. Cada eigenvalor es
entonces sustituido en la ec. (1.22) para encontrar los componentes del eigenvector
asociado ﬁ(m). Como el tensor de esfuerzos es simétrico, los tres eigenvectores son au-
tomdaticamente ortogonales si sus raices son distintas. De modo que son tres superficies
mutuamente perpendiculares sobre las cuales no existe traccioén tangencial.

Los ejes de esfuerzos principales son perpendiculares y pueden ser usados como una
base vectorial de un sistema coordenado en el cual el tensor de esfuerzos es diagonal.
Para transformar vectores en este nuevo sistema coordenado, usamos una matriz de
transformacién cuyas filas son los componentes de la base vectorial del nuevo sistema
coordenado escrita en el sistema coordenado original. En este caso las filas son los
eigenvectores, y la matriz de transformacion es

A" n® nd
T
T

7O MO OIS

Definiendo la matriz diagonal que contiene a los eigenvalores como

g1 O O
A=| 0 o 0 |, (1.29)
0 0 03

11



se pueden describir todos los eigenpares con la ec. (1.21) de forma matricial como

2A” = ATA
A9 A ol A AN Lo 0 o
a nél) néz) nég) = nél) néz) nég) 0 oo 0 ({1.30)
nél) néz) nég) nél) néz) nég) 0 0 o3

Llevando a cabo la transformacién vectorial (ec. (1.17)) se muestra que el tensor de
esfuerzos en el nuevo sistema coordenado es ahora diagonal,
I _ T

g =AcA" = A. (1.31)
El tensor de esfuerzos es diagonal porque cada fila del tensor de esfuerzos contiene
los componentes del vector de traccién que actian en cada plano perpendicular al eje
coordenado. Estos nuevos ejes coordenados fueron elegidos como los ejes de esfuerzos
principales, tal que en las superficies con esas normales, la traccién normal es el Gnico
componente diferente de zero de los vectores de traccion.

1.1.1.3. Maximos esfuerzos de corte y fallamiento Una importante aplicacion sis-
moldgica de los esfuerzos principales es que la teorfa mas simple de fractura de rocas
predice que el fallamiento ocurre en el plano en el que el esfuerzo de corte es el mas
grande. A pesar de que esto no es exactamente cierto, ofrece una intuicién entre las
orientaciones de falla y la tecténica regional.

Dado el estado de esfuerzos, se puede encontrar el plano de maximo esfuerzo de corte

Figura 6: Vector de traccién actuando en un elemento de superficie. La traccién normal
es paralela al vector normal, i, mientras que la traccién tangencial 7 es paralela a la
superficie. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

usando el tensor de esfuerzos diagonalizado (ec. (1.31)), y por lo tanto el sistema coor-
denado cuya base vectorial son los ejes de esfuerzos principales. Por la ec. (1.10) la
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traccién en un plano con vector normal 71 es

Ti = aéjnj = O'Z'(Sijnj = 0o;ng, (132)

donde la suma sobre ¢ no estd implicada. La magnitud cuadrada de la traccién normal a
la superficie es (T - n)? = (T;n;)?, de modo, que usando la geometria triangular (Fig.
6), el cuadrado de la magnitud de la traccién tangencial 7, puede calcularse como
7'2(711,712,713) = Tsz — (Tlnl)z
= (o1m)* + (02m2)* + (03n3)?
—(o1n? 4 g9n3 + 03n3)>. (1.33)

Esta expresion permite encontrar los planos, caracterizados por sus vectores normales

1, en los cuales 72 es un maximo. Eliminando n3 usando el hecho que n3 = 1—n?—n3,

se tiene

m(n1,n2) = ni(o] —03) +n3(o; —03) + 03
—[ni(o1 — 03) + n3(02 — 03) + 03]°. (1.34)

En el valor mdximo de 72, sus derivadas con respecto a ny y mo son Cero,

or
0 = 27—8—7’),1
= 2”1(01 —03){(0'14—0'3)—2[”%(0'1 —03)

+ng(0'2 — 0’3) + 0'3]},

or
0 = 27—8—7’),2
= 2n9(og — 03){(02 + 03) — 2[n%(01 — 03)
+n3(og — a3) + 03]} (1.35)

La primera ecuacién se satisface si m; = 0 y sustituyendo su valor en la segunda
ecuacién se obtiene n3 = 1/2. Para estos valores se calcula n3 = 1/2y se obtiene
un plano con vector normal unitario i = (0,1/+/2,1/+/2). Un segundo plano puede
ser encontrado, al satisfacer la segunda ecuacién con la elecciéon no = 0, con vector
normal unitario & = (1/v/2,0,1/+/2). Eliminando n; de la ec. (1.33), utilizando el
método usado para ns, siguiendo el mismo procedimiento se puede obtener un tercer
plano con solucién 2 = (1/v/2,1/v/2,0).

Cada uno de estos planos bisecta’ el dngulo de 90 deg entre un par de ejes de esfuerzos
principales. Porque son dos planos los que pueden definirse por cada par de ejes, existen
otras soluciones a las previamente descritas. Por ejemplo, a partir de la condicién n; =
0 se obtuvo n3 = nZ = 1/2, otra solucién es fi = (0, —1/v/2,1/v/2).

Para encontrar el valor de 72 como una funcién de 7, se reescribe la ec. (1.33) como

% (n1,m2,m3) = ninilor — 09) + niniloy — o3)?
+nini[oy — o3)?. (1.36)

SBisectar: Dividir en dos partes iguales.
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Esta ecuacién demuestra que de los tres posibles mdximos locales de la traccién tan-
gencial, el valor mas grande es

7= (01— 03)/2, (1.37)

donde o es el esfuerzo principal maximo y o3 es el esfuerzo principal minimo. Esto
ocurre en los planos con vectores normales

a=(1/V2,0,1/v2) y  a=(-1/V2,0,1/V2). (1.38)
Por lo que los planos de mdximo esfuerzo de corte bisectan los ejes de esfuerzos de
esfuerzos principales mdximo (1,0, 0) y minimo (0,0, 1).

Para aplicar esta teorfa, considere un experimento en el que una roca es sujeta a com-

Oy

\ Rock /,’

b — [

Fracture occurs

Figura 7: Esquema de un experimento en el cual una muestra de roca se comprime a lo
largo de la direccién del esfuerzo principal médximo o; hasta que ocurren fracturas. Los
esfuerzos principales minimos o2 y o3 son iguales. Si la roca se fractura, esto ocurre

a 45 deg de la direccién del esfuerzo principal mdximo. Imagen tomada de Stein y
Wysession (2003).

presion (Fig. 7) tal que los esfuerzos principales son negativos, con |o1| < |oa| < |os].
Se espera que la fractura ocurra en los planos de maximo esfuerzo de corte. Por la ec.
(1.38), existen dos posibles planos, cada uno a 45 deg tanto del eje de esfuerzo principal
mayor como del menor. La probabilidad de que alguno de estos planos se fracture es la
misma. De forma alternativa, si el experimento se conduce en una situacién comtin de
laboratorio llamada compresién uniaxial, donde |o1| > |o2| = |o3], la fractura podria
ocurrir en cualquier plano a 45 deg del eje de esfuerzo principal o;. Los experimentos
respaldan la idea de que la fractura es controlada por los esfuerzos de corte, sin embar-
go la realidad es mds complicada porque en ocasiones el fallamiento puede ocurrir a
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25 deg, en lugar de 45 deg, del eje de esfuerzo principal maximo.
Por simplicidad se asume que las fallas en la Tierra ocurren en los planos de maxi-

(©) O33 = Oy (b) O33 = O3

Normal o, Reverse

faulting or thrust
~_ faulting
N
' 4 Y
N / N
N 7 N
N 7 N
» 7
Fault planes Fault planes
(a] Side view Map view
033 = 0, O3

Fault
planes

Strike-slip faulting

Figura 8: Campos de esfuerzos asociados con los tres tipos de fallamiento, asumiendo
que el terremoto ocurre en un plano de maximo esfuerzo de corte. (a) Normal, (b)
Inversay (c) Corrimiento lateral o transformante. Imagen tomada de Stein y Wysession
(2003).

mo esfuerzo de corte. En su superficie (contacto entre las rocas y la atmésfera), los
esfuerzos de corte son cero de modo que uno de los ejes principales debe ser vertical,
y los otros dos deben ser paralelos a la superficie. Las tres geometrias basicas de falla
(transformante, normal e inversa) estdn relacionadas con los ejes de los esfuerzos prin-
cipales (Fig. 8). Si el esfuerzo principal vertical es el mds compresivo, la falla buza a
45 deg, y ocurre un fallamiento normal. Si por el contrario el esfuerzo principal es el
menos compresivo, la geometria de la falla es la misma pero el fallamiento es inver-
so. Cuando el esfuerzo principal vertical es el intermedio de los esfuerzos principales,
un movimiento de corrimiento lateral ocurre en un plano a 45 deg del eje de esfuerzo
principal maximo. Por lo tanto, la geometria de las fallas, que puede ser mapeada de
manera geoldgica o inferida de sismogramas, puede ser usado para estudiar las orienta-
ciones de los esfuerzos. Este modelo estd sujeto a limitaciones, especialmente porque
los terremotos comunmente ocurren en fallas preexistentes. Sin embargo, este proce-
dimiento es util, especialmente cuando se integra con otros métodos para estimar las
direcciones de los esfuerzos.
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1.1.1.4. Esfuerzos deviatoricos Grandes esfuerzos de compresién ocurren en las
profundidades de la Tierra debido al peso de las rocas que sostiene. Es conveniente en
muchas aplicaciones remover el efecto total de compresion de los esfuerzos. De modo
que se define el esfuerzo promedio

M = (011 + 022 + 033)/3 = 04 /3, (1.39)

como 1/3 de la suma de los esfuerzos normales, la traza del tensor de esfuerzos. El
esfuerzo promedio estéd relacionado con los esfuerzos principales porque la traza del
tensor de esfuerzos es independiente del sistema coordenado.

Para notar que la traza no cambia, se escribe la transformacién del tensor de esfuerzos
entre dos sistemas coordenados en términos de sus componentes,

Uzl-j = AikoklA;‘Z = Ao Aji. (1.40)

La traza puede escribirse como

/ /
044 Oij 0ij
= AjpouAjidi;
AiorAi
Como las columnas de la matriz de transformacion A son ortonormales
se tiene A;p A;; = O

OkiOk1
= Okk- (1.41)

Por lo tanto la traza es invariante bajo una transformacién ortonormal, y es conocida
como la primer invariante del tensor. Las otras dos invariantes, ec. (1.24), también se
preservan para tales transformaciones.
El esfuerzo promedio puede entonces escribirse en términos de la traza del tensor de
esfuerzos diagonalizado

M = (01 4+ 02+ 03)/3, (1.42)

como 1/3 la suma de los esfuerzos principales. El tensor de esfuerzos deviatdricos se
define al remover el efecto del esfuerzo promedio

Dij = 045 — M5ij
o1 —M 012 013
Q = 021 0929 — M 0923 . (143)
031 032 o33 — M

De modo que, cuando los esfuerzos principales son muy grandes y casi iguales, el
tensor de esfuerzos deviatéricos remueve su efecto y muestra el estado de esfuerzos
remanente. El tensor de esfuerzos deviatérico puede ser diagonalizado y tiene los mis-
mos los mismos ejes de esfuerzos principales que el tensor de esfuerzos.

Este concepto es importante al discutir los procesos en la tierra porque los esfuerzos
deviatdricos resultan de las fuerzas tectonicas y causan el fallamiento y efectos de pro-
pagacién de ondas sismicas como la anisotropia. A profundidades mayores que unos
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cuantos kilémetros, se asume que existe un estado de esfuerzos litostatico, donde los
esfuerzos normales son igual a menos la presién del material que soporta y los es-
fuerzos deviatéricos son cero. Como el peso de una columna de material de altura z y
densidad p es pgz, la presién a una profundidad de 3 km debajo de una columna de
roca con densidad de 3 g/cm?® es

P = (3g/cm®)(980cm/s?)(3 x 10%cm)
~ 9x 108dyn/cm2 = 0.9kbar. (1.44)

La aproximacidén de que la presién a 3 km de profundidad es aproximadamente 1 kbar
(100 MPa) es muy practica.

La presién causa compresioén y por lo tanto valores negativos de los esfuerzos prin-
cipales. Si el estado de esfuerzos es litostitico, los esfuerzos promedio son iguales al
negativo de la presion. Es til recordar que el esfuerzo promedio es usualmente mucho
mads grande que los esfuerzos deviatdricos.

1.1.2. Ecuacién de movimiento

Después de saber describir las fuerzas que actdan en la superficie de un elemento
de material en términos de los esfuerzos, se escribird la segunda ley de Newton (ec.
(1.1)) en términos de las fuerzas de cuerpo y los esfuerzos. Este es el primer paso para
derivar las ecuaciones que describen la propagacién de ondas sismicas.

Considere las fuerzas que actdan en un bloque de material de densidad p y volumen

9.
h
A
) /
—_—
dx;
X3 b Abbl g}
>
>
02 |
¥ N I — |
|
I
—_— ! v
X -
2 s |
,/’/ .....
B |
7 e = i '
P
X ﬂd B O3, 9%
Oy + X 2 2 g
X oo 0y + —=dx,
1 0x;
dx,

Figura 9: Componentes del tensor de esfuerzos que contribuyen a la fuerza en la direc-
cién zo. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

dxidzedxs con lados perpendiculares a los ejes coordenados (Fig. 9). La fuerza de

cuerpo neta es f;dxidradrs, donde f; es la fuerza por unidad de volumen en el centro
del bloque. La fuerza total es la suma de las fuerzas superficiales en cada cara més la

17



fuerza de cuerpo dentro del material.

Por ejemplo, la fuerza de superficie neta en la direccién x5 es la suma de tres términos,
cada uno de los cuales describe la fuerza neta debido a las diferencias en traccién
entre caras opuestas. El primer término involucra la diferencia entre las tracciones en
la direccién é, que resulta del esfuerzo en la cara con normal é, y aquel en la cara
opuesta con normal —é,. Como el esfuerzo es fuerza por unidad de 4rea, se multiplica
la diferencia por el 4rea de las dos caras, y se usa la serie de Taylor® para obtener la
fuerza neta debido a estas dos caras,

R Ooas(x
[022(x + dagéy) — o92(2)]dxidrs = |o22(x)+ %i_)dxz —022(z) | drides
= 992(2) 4 dodes, (1.45)
6$2

Haciendo lo mismo para la fuerza en la direccién x5 debido a los pares de caras con
normales £¢; y £€5. Sumando los tres términos, el componente de la fuerza de cuerpo
e igualando esta fuerza neta con la densidad multiplicada por este componente de la
aceleracion se obtiene

Oo1a  Ooga  0Ooag
8171 8:172 8:173

Los primeros tres términos son la fuerza neta de las tracciones que actiian en las caras
opuestas del cubo. A partir de la expansion con series de Taylor, cada componente de
los esfuerzos es cancelado con su valor de la cara opuesta. De modo que tnicamente
la derivada parcial de ese componente contribuye a la fuerza neta. Por lo tanto, la
variacién espacial del campo de esfuerzos, mds que el campo de esfuerzos mismo,
causas la fuerza neta. Dividiendo por el volumen del bloque se tiene

62
dridrodrs + fodridxadrs = pa—;?dl'ldl'gdlg.

8012 + 8022 8032 3 6Uj2 82u2

+ + fa= +f2:p8t2'

8561 3:02 8563 (146)

,lﬁxj

J=

Ecuaciones similares se aplican para los componentes z; y x3 de la fuerza y acelera-
cién. El conjunto de las tres ecuaciones pueden escribirse, utilizando notacién indicial,
como

aoji (iv t) aQUi(iv t)

ox 5 8t2

En esta ecuacién el hecho de que los esfuerzos, fuerzas y desplazamientos puedan
variar tanto en tiempo como en espacio se escribe de forma explicita. De manera alter-
nativa como el tensor de esfuerzos es simétrico, se puede escribir como

0%u;i(z,t)
ot?

+ filz,t) =p (1.47)

3Uij @a t)

(1.48)

SLa serie de Taylor de una funcién f real o compleja infinitamente diferenciable en el entorno de un
nimero real o complejo a es la siguiente serie de potencias

f"(a)
2!

3 (a .
(:c—a)2+f37!()(x—a)3+...

f(@) = f(a) + f'(a)(z —a) +
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Note que la fuerza en la i-é€sima direccidn se obtiene al sumar sobre todas las caras del
bloque. Si la derivada parcial con respecto a z; se denota con una coma, entonces la
ec. (1.48) se reescribe como

0u;(z,t)
ot?

Esta ecuacién, llamada ecuacion de movimiento, se satisface en todas partes en un
sistema continuo. Esta expresa la segunda ley de Newton, ' = ma, en términos de
fuerzas de superficie y cuerpo. La aceleracién resulta de la fuerza y la divergencia’
del tensor de esfuerzos o;; ;. Un campo de esfuerzos que no varia con la posicién no
tiene divergencia, y por lo tanto no produce una fuerza. Es interesante notar que la
divergencia del tensor de esfuerzos da lugar a una fuerza, que es un vector, como la
divergencia de un vector conduce a un escalar.

Una importante forma de la ecuaciéon de movimiento describe un cuerpo en equilibrio,
cuya aceleracion es cero, de modo que la divergencia del tensor de esfuerzos balancea
las fuerzas de cuerpo

oiji(z,t) + filz,t) =p (1.49)

0ijj(x,t) = —fi(z,1). (1.50)
Esta ecuacion de equilibrio debe satisfacerse para cualquier problema de elasticidad
estdtica, como encontrar los esfuerzos debido tinicamente a la gravedad.
Otra forma importante se obtiene al no aplicar fuerzas de cuerpo

0u;(z,t)

oz -
Esta forma es llamada ecuacion de movimiento homogénea, donde el término “ho-
mogéneo” hace referencia a la falta de fuerzas de cuerpo (terminologia adoptada del
sistema lineales de ecuaciones). Esta ecuacion describe la propagacion de ondas sismi-
cas excluyendo a la fuente, como un terremoto o una explosion, donde fuerzas de cuer-
po generan las ondas sismicas.

oiji(z,t) =p (1.51)

1.1.3. Deformaciones

Si los esfuerzos son aplicados a un material que no es rigido, puntos dentro de este
se mueven con respecto a cada uno, se presenta una deformacion. El tensor de deforma-
cion describe la deformacion resultante al movimiento diferencial dentro de un cuerpo.
Considere un elemento de un material sélido dentro del cual desplazamientos u(z) han
ocurrido. Si un punto original en z es desplazado por u (Fig. 10), se describe el despla-
zamiento de un punto cercano, originalmente a z + 0z, al expander los componentes
del vector de desplazamiento con una serie de Taylor,

Ou;
wi(z + 0z) ~ u;(z) + %59@ = u;(x) + du;, (1.52)
Ty
tal que el desplazamiento relativo cercano a x, du;, es de primer orden
Ou; ()

7TLa divergencia es un operador que describe la variacién espacial de un campo.
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Undeformed

X + 0X
Deformed

Figura 10: Esquema que muestra como la deformacién se presenta del movimiento de
desplazamiento relativo du entre dos puntos originalmente separados por dz. Imagen
tomada de Stein y Wysession (2003).

donde las derivadas parciales son evaluadas en x.

A pesar de estar interesados en la deformacién que moldea un cuerpo, pueden haber
también traslaciones o rotaciones de cuerpo rigido, ninguna de las cuales produce de-
formacion. Para distinguir los efectos, se suma y resta du;/dz; a la ec. (1.53) y se
separa en dos partes

1 (Ou;  Ouy 1 (Oui Oy — (.. NS
ou; = 3 (axj + 3_561) dxj + 5 (3:17j - 3_xl> oxj = (eij +wij)dz;.  (1.54)

El término w;; corresponde a la rotacién de cuerpo rigidio sin deformacién. Para ob-
servar esto, note que debido a que w;; es antisimétrico (w;; = —wj;), los términos de
la diagonal son cero, y existen solamente tres componentes independientes. Entonces
se puede formar un vector w con componentes

Wk = €stkls,t/2, (1.55)
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donde €4, es el simbolo de permutaci(’)n8 y us,¢ es la derivada parcial con respecto a
x; del s-ésimo componente del desplazamiento. Usando la identidad

€ijk€stk = €kij€hkst = 0is0jt — 0310, (1.56)
se encuentra que
€ijkWh = €ijkEsthls /2 = (Ui — Uj;)/2 = wij. (1.57)
Por lo que el dltimo término de la ec. (1.54) puede escribirse como
w;i;0x; = €;pwpdr; = —(w X 0z);, (1.58)

que es el desplazamiento de una rotacién rigida de |w| con respecto a un eje en la
direccion w. Por lo tanto este término no induce una deformacion.

El otro término en la ec. (1.54), e €;)» €8 el tensor de deformacion, un tensor simétrico
que describe la deformacién interna con componentes

8’[1,1 l 6u1 aug l 6u1 6u3
611 2 (8:62 + 8LE1 ) 2 8LE3 + 8LE1
L 1 ( Ous Oui Oug 1 [ Oua Ous
eZJ - 2 8LE1 + 8LE2 612 2 8LE3 + 8LE2 ) (1'59)
l 8713 8u1 l au'g 871,2 871,3
2 axl + axg 2 (axz + axg ) axg

que son las derivadas especiales del campo de desplazamiento, u(z). Si el campo de
desplazamiento no varia, sus derivadas son cero, no existe deformacion y se trata tni-
camente de una traslacion de cuerpo rigido.

El tensor de deformaciones puede ser escrito en términos de los ejes x, y, z usando las
derivadas de los componentes del vector de desplazamiento (g, uy, u)

Oug 1 ( Ous auy 1 (Ouax 8uz
£ 2 ( + ) 3 (5 + 55
= 1 (0uy | Odus % 1 (9Ouy 3uZ
€ij = | 2 ( oz T 0 ) oy 552+ 5 : (1.60)
Ous Bux 1 ( Ou, Ouz
( + ) 2 ( + 0z ) 0z

Los componentes del tensor de deformaciones son adimensionales porque tienen uni-
dades de longitud divididos por longitud. Sus componentes son de dos tipos diferentes.
Los componentes de la diagonal muestran como el desplazamiento en la direccién de
un eje coordenado varia a lo largo de ese eje. Por ejemplo, si el desplazamiento ocurren
en la direccién 21 (ug = 0,us = 0) y u1 sélamente cambia en esa direccién, entonces

8El simbolo de permutacién e; jk» estd definido como

€ijk =0  sicualesquiera de los ndices son iguales,
€jk =1  si4,j,kestinenorden, ie. (1,2,3),(2,3,1)0(3,1,2)
€5 = —1 si4,j,knoestin en orden, ie.(2,1,3),(3,2,1), (1,3,2).

Usando el simbolo de permutacién se puede escribir el producto cruz como

(@ x b)i = €ijka;by.
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Figura 11: Posibles deformaciones en un elemento bidimensional. Imagen tomada de
Stein y Wysession (2003).

el inico componente diferente de cero del tensor es e;;. Extensién ocurre a lo largo del
eje x1 si Quy/0xq1 > 0 (Fig. 11a) y contraccién ocurre si la derivada es negativa (Fig.
11b). Si e1; fuese constante dentro del material, esta igualaria el cambio de longitud
por unidad de longitud a lo largo del eje x;. Los otros elementos de la diagonal, e2o y
ess, representan deformaciones similares a lo largo de sus ejes coordenados.

Los elementos fuera de la diagonal describen cambios del desplazamiento a lo largo de
un eje coordenado con respecto a otra direccién. Un caso simple (Fig. 11c) es cuando
s6lo u; # 0, pero u; cambia solamente a lo largo del eje o, tal que sélo e12 y e21
son diferente de cero. También se puede hacer que tanto dui/0xo y Qus/0xz1 sean
diferente de cero (Fig. 11d,e). Dependiendo de los valores relativo de las derivadas, el
componente de deformaciones describe distintos tipos de deformacién.

El tensor de deformaciones puede ser caracterizado por sus eigenvectores, los ejes de
deformaciones principales, y sus eigenvalores asociados, las deformaciones principa-
les. El tensor de deformaciones es diagonal cuando se expresa en un sistema coorde-
nado cuya base vectorial son los ejes de deformaciones principales. La traza o suma de
los términos de la diagonal del tensor de deformaciones,

6’11,1 8u2 6’11,3

+ =2 =V.u, (1.61)

0=ej=-—+—
¢ 8171 8$2 8:173

conocido como la dilatacion, que es igual a la divergencia del campo de desplazamiento
u(z). La dilatacion tiene un significado fisico porque mide el cambio de volumen por
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dxs -

ax;

o dx,

Figura 12: Cambio de volumen debido a deformaciones principales. Imagen tomada de
Stein y Wysession (2003).

unidad de volumen asociado a la deformacidn. Para notar esto, note que en los ejes de
deformaciones principales un bloque de material con un volumen inicial dxidxodzs
tiene un volumen después de someterse a deformacién (Fig. 12) de

1 2 g (14 2% sy (14 272 da (1.62)
Ox1 Oxs Ox3
que, hasta primer orden,
0 0 0
~ (1 9 GU2 L 9B G desday = (1 + 6)da dodas. (1.63)
8171 8:02 8:173

Por lo tanto, si se define el volumen inicial como V = dzidzodzs,
V4+AV =(1+0)V - 0=AV/V, (1.64)

y la dilatacion es el cambio en volumen por unidad de volumen.
Cabe mencionar que se ha discutido el tensor de deformaciones en coordenadas Carte-
sianas. Este tensor es mds complicado cuando se formula en otro sistema coordenado.
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1.1.4. Ecuaciones constitutivas

Distintos materiales responden de manera diferente a un esfuerzo aplicado. Para
un esfuerzo dado, un material més rigido responde con menor deformacién que la que
ocurre en un material menos rigido. La relacién entre el esfuerzo y la deformacion
estd dada por la ecuacidn constitutiva del material.

Los tipos mas simples de materiales son los eldsticos lineales, tal que existe una rela-
cién lineal entre los tensores de esfuerzos y deformaciones. Se verd mds adelante que
cuando la tierra tiene un comportamiento lineal eldstico, surgen las ondas sismicas. La
elasticidad lineal es vélida para una escala pequefia de tiempo en la propagacion de on-
das sisimicas, pero no para escalas de tiempo mayores. En tiempos de escala de miles
de afios 0 mds, las rocas del manto fluyen como un fluido viscoso.

Asumiendo que el material es eldstico, también se asume que los desplazamientos para
un estado inicial sin deformacién son pequefios. Esta suposicién, conocida como feoria
infinitesimal de deformacion, es generalmente valida para ondas sismicas. Por ejemplo,
una onda de cuerpo puede tener un desplazamiento del orden de 10 microns y una lon-
gitud de onda del orden de 10 km. Expresando todas estas cantidades en metros, la
deformacién resultante es cerca de (107°/10%) = 10~9, que resulta lo suficientemente
pequefia para que la teoria infinitesimal sea valida. Sin embargo, para deformaciones
mayores de 10™%, esta relacién lineal entre los esfuerzos y las deformaciones falla.
Esto ocurre en regiones del manto bajo altas presiones, o cuando las rocas se rompan
durante un sismo.

Los esfuerzos y la deformaciones para un material lineal eldstico estdn relacionados
por la ecuacién constitutiva llamada ley de Hooke,

Oij = Cijkl€kl- (1.65)

Las constantes c;;x;, modulo eldstico, describen las propiedades del material. Para en-
tender como el mddulo elastico afecta la ecuacién de movimiento, se escribe la ecua-
cioén constitutiva (1.65) usando el hecho de que las deformaciones son derivadas del
desplazamiento

Tij = CijkiUk,l- (1.66)

Sustituyendo esta expresion en la ec. (1.49) se obtiene la ecuacién de movimiento en
términos de los desplazamientos

0u;(z,t)
ot?

Por lo tanto el médulo eldstico controla como los desplazamientos evolucionan en tiem-
po y en espacio en respuesta a una fuerza aplicada, y entonces, como se verd mds ade-
lante, determina la velocidad de las ondas sismicas.

El médulo eléstico ¢;;x; es el tensor mds complicado que se ha tratado hasta el momen-
to. Cuenta con cuatro subindices y relaciona los tensores de esfuerzos y deformaciones,
cada uno de estos con dos subindices. Esta situacién es andloga en el sentido en que el
tensor de esfuerzos, con dos subindices, relaciona a los vectores normales y de traccidn,
con un subindice cada uno. Como los subindices tienen un rango del 1 al 3, ¢;;;; tiene
3* = 81 componentes. Afortunadamente, el nimero de componentes independientes

oij iz, t) + filz,t) = (cijriurg),; + fi(z, t) = p (1.67)
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se reduce por cuestiones de simetria. Como los tensores de esfuerzos y deformaciones
son simétricos
Cijkl = Cjiki, Cijkl = Cijlk, (1.68)

de modo que el niimero de componentes independientes es 36 porque hay sélo 6 com-
ponentes independientes en los tensores de esfuerzos y deformaciones.
Otra relacion de simetria es

Cijkl = Cklij (1.69)

que estd basada en la idea de energia de deformacién, reduce el nimero de componentes
independientes, que caracterizan a un s6lido eldstico en general, en 21.

En una escala mayor, el material dentro la tierra tiene aproximadamente las mismas
propiedades fisicas sin importar la orientacién, condicién conocida como isotropia.
Para un material isotrépico, c;;i; tiene atin mds simetrias, se tienen solamente dos
modulos eldsticos independientes, que pueden estar definidos de varias maneras. Una
forma ttil son las constantes de Lamé A 'y p, que estan definidos tal que

Cijkl = A0ijOny + p(dirdj1 + a0k ). (1.70)

En términos de las constantes de Lamé, la ecuacién constitutiva (1.65) para un material
istrépico se puede escribir como

oij = )\ekkéij + 2/1461']' = )\6‘61']' + 2/1461']', (1.71)

donde 6 es la dilatacion. Por ejemplo, 011 = A0 + 2ue1; y 012 = 2uer2. Se usara esta
relacion constitutiva para estudiar las ondas sismicas y sus velocidades dependeran del
mddulo eldstico. Desviaciones de la isotropia ocurren en muchas partes de la tierra,
notoriamente en litdsfera ocednica y en la base del manto.

A pesar de que los componentes de c¢;;; describen completamente el comportamiento
del material eldstico, son dificiles de interpretar. Esto también es cierto para la constan-
te de Lamé ). Por el contrario, u, llamado rigidez o médulo de corte, tiene una simple
interpretacion fisica. Considere la respuesta de un cuerpo eldstico istropico al aplicarle
un esfuerzo de corte o15. En este caso, el término en la ecuacidn constitutiva (1.71)
tiene dilatacién igual a cero, de modo que sélo se tiene deformacién de corte igual a
e12 = 012/2u. La respuesta a esfuerzos de corte estdn descritos por la rigidez. p no
puede ser negativa, en el sentido del que la deformacidn sea consistente con el esfuerzo
aplicado. Un material con y grande es muy rigido y responde a un esfuerzo dado con
poca deformacién. Por el contrario, un esfuerzo de corte produce una deformacién muy
grande cuando tiene poca rigidez. Un material con p = 0, no soporta esfuerzos de corte
y se conoce como fluido perfecto. En tal fluido, el tensor de esfuerzos es diagonal en
cualquier sistema coordenado, y la presion es igual al negativo del esfuerzo medio. A
pesar de que fluidos perfectos no existen, el océano puede en general tratarse como si
lo fuera para ondas sismica que inciden en el fondo del mar. Atin mds sorprendente es,
que para fines sismoldgicos, el fluido de acero liquido en el niicleo externo de la tierra
también puede considerarse como fluido perfecto.

Otras constantes eldsticas que pueden ser calculadas en términos de simples experimen-
tos son bastante utiles. El médulo de incompresibilidad K, estd definido al someter un
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cuerpo a presion litostatica d P tal que
do;j = —dPdy;. (1.72)
Para un cuerpo eléstico isotrépico, las deformaciones resultantes, son
—dPd;; = AdB0;; + 2pude;;. (1.73)

Sumando se tiene
—3dP = 3\df + 2udb, (1.74)

El médulo de incompresibilidad es entonces la razén entre la presion aplicada y el
cambio de volumen resultante

= = \+Zp. (1.75)

El término de incompresibilidad es adecuado porque mayor es el valor de K, menor es
el cambio de volumen producido por una presién dada. K es mayor que cero, porque
de otra forma objetos se expanderian al comprimirse.

Se puede escribir la ecuacién constitutiva (1.71) en términos de K y p,

045 = K66” + 2/14(61']' - 96”/3) (176)

muestra que la respuesta a un esfuerzo aplicado tiene dos partes: un cambio de volumen
caracterizado por K y una deformacién de corte, o cambio de forma, caracterizado por
L.

Otras dos constantes eldsticas son definidas al jalar el material a lo largo de un sélo
eje, conduciendo a un estado de esfuerzos llamado tension uniaxial. Si la tensién es
aplicada a lo largo del eje x1, entonces por la ecuacion (1.71) se tiene

o11 = (A+2u)err + Aeas + Aess
o2 = Ae1r + (A +2u)ezn + Aegz =0
Jg33 = /\811 + /\822 + ()\ + 2#)833 =0 (177)

Sustrayendo las dos dltimas ecuaciones se demuestra que

A
€22 = €33 = 2( €11 = —Vei, (1.78)

+ )

donde v, es el coeficiente de Poisson, que da la razén de la contraccién a lo largo de
dos ejes cuando se ejerce extension en el eje restante. Sustituyendo en la primera linea
de la ec. (1.77) se obtiene

= =F, 1.79
€11 /\+,LL ( )

donde F es el modulo de Young, la razén entre el esfuerzo de tension y la deformacién
de tension resultante.
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1.2. La ecuacion de onda sismica

Las ideas de elasticidad revisadas anteriormente permiten vislumbrar que la ecua-

cién de movimiento tiene soluciones que describen los dos tipos de propagacién de on-
das eldsticas (sismicas), ondas de compresion y de corte. Més adelante se mostrard co-
mo estos tipos de onda se propagan diferente, con velocidades que dependen de forma
distinta a las propiedades eldsticas del material.
Considere un regién homogénea® dentro de un material eldstico. Se asume que la regién
no contiene una fuente de ondas sismicas, que requeriria el uso de fuerzas de cuerpo.
Una vez que las ondas se propagan lejos de la fuente, la relacién entre los esfuerzos
y los desplazamientos estd dada por la ecuacién de movimiento homogéneo, que no
incluye el término de fuerza de cuerpo, tal que £’ = ma se escribe como

0%u;(x,t)

o (1.80)

0ijj(2,t) = p
Antes de resolver esta ecuacion, es importante notar dos cosas. Primero, la ecuacién
de movimiento puede escribirse y resolverse totalmente en términos de los desplaza-
mientos, porque el esfuerzo estd relacionado con la deformacion, el cual estd formado
por derivadas del desplazamiento. Los esfuerzos y las deformaciones estdn relaciona-
dos por la ecuacidn constitutiva, que caracteriza al material. Por lo tanto, a pesar de
que la ecuacién de movimiento no depende de las constantes eldsticas, su solucion si.
Segundo, la ecuacién de movimiento relaciona las derivadas espaciales del tensor de
esfuerzos a una derivada temporal del vector de desplazamiento. Las solucién es el vec-
tor de desplazamiento y por lo tanto se pueden obtener los tensores de deformaciones y
esfuerzos como funciones del espacio y del tiempo. Usualmente, por simplicidad, estas
dependencias no se escriben de forma explicita.
Se resuelve la ec. (1.80) en coordenadas Cartesianas (x, y, ), empezando por el com-
ponente z,

agzz (L t) + 801.7! (L t) + 801Z (zv t) 8211,1 (zv t)

B Ay 9. e (1.81)

Para expresar la ecuacion anterior en términos de desplazamientos, se usa la ecuacién
constitutiva para un medio eldstico isotrépico (1.71),

035 = )\9513 + 2,LL8ij, (182)

para escribir las deformaciones en términos del desplazamiento

Oz = M+ 2peze = N0+ 2u(?;;z
Ou, Ou
Ouy  Ou,

9Un medio homogéneo tiene propiedades que no varian de posicién
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Tomando las derivadas de los componentes de esfuerzos

00wz ) % 49 0?uy
or oz b o2
00wy D?uy  D?uy
oy K oyz  Oydx
00 0u,  0%u,
9. M < P Bzax) ’ (1.84)

usando el hecho de que en un material homogéneo sus constantes eldsticas no cambian
con la posicién. Finalmente, sustituyendo las derivadas en la ecuacién de movimiento
y usando la definicién de de la dilatacién

Ou,  Ouy n Ou,

0=V -u= o 1.
Viu=gr e, T (1.85)
y del Laplaciano
Puy  Pu,  0%u
2 o o x x x
V(us) = V- Vity = 5 + oF T a2 (1.86)
se obtiene o6 o2
Ug
A+ )5+ iV () = p—g (1.87)

para el componente x de la ecuacién de movimiento (1.80).

Ecuaciones similares se obtienen para los componentes y y z del desplazamiento. Las
tres ecuaciones pueden ser combinadas, usando el vector Laplaciano del campo de
desplazamiento

Viu = (Vug, VZu,, Viu,), (1.88)
en una sola ecuacion vectorial
0? t
A+ @) V(Y - ulz, 1) + pV2ulz, t) = p%. (1.89)

Esta ecuacion de movimiento es conocida como la ecuacién de onda, para un medio
elastico isotrépico, escrita en funcién de los desplazamientos que varfan en el tiempo
y el espacio.

1.2.1. Teorema de Helmholtz

El desplazamiento en la ecuacién de onda se descompondra en términos de poten-
ciales para identificar el tipo de ondas que viajan en un medio eldstico.
El Laplaciano puede reescribirse como

Viu=V(V-u)—V x(V xu) (1.90)
para obtener

O%u(z,t)

A +20)V(V-ulz, 1) = uV x (V x g, b)) = p—p 53— (1.91)
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En lugar de resolver la ec. (1.91) directamente, se expresa el campo de desplazamiento
en términos de otras dos funciones, ¢ y X, llamadas potenciales;

u(z,t) = Vo(z,t) + V x L(z,t). (1.92)

En esta representacion, el desplazamiento es la suma del gradiente de un potencial
escalar, ¢(z,t), y el rotacional 10 de un potencial vectorial, Y'(z,t), ambos son fun-
cién del espacio y del tiempo. A pesar de que esta descomposicién aparenta introducir
complejidad, de hecho clarifica el problema, porque las identidades vectoriales,

V x(Vg)=0 V- (VxTX)=0, (1.93)

separan el campo de desplazamientos en dos partes. La parte asociada con el potencial
escalar no induce rotacién y da lugar a ondas de compresién. Por otro lado, la parte
asociada con el potencial vectorial tiene divergencia cero, V - ¥ = 0 no produce cam-
bio de volumen, y corresponde a ondas de corte. Esta descomposicién en potenciales
escalares y vectoriales, es llamada Descomposicion de Helmholtz, puede hacerse para
cualquier campo vectorial.

1.2.2. Ecuacion de onda en términos de potenciales
Sustituyendo los potenciales (1.92) en la ecuacién de onda (1.91) y reacomodando
sus términos

2

A+ 2u)V(V3¢) — uV x V x (V x T) (Vo +V xX). (1.94)

=loe
Usando la ec. (1.90), el segundo término de la ec. (1.94) se simplifica
VxVx(VxY) = -V3(VxT)+V(V-(VxDIX))
~-V3(V x X), (1.95)

porque la divergencia del rotacional es cero. Después de sustituir este término en la ec.
(1.94) y reagrupando términos se tiene
*¢(z,t)

V(0 + 20 V2(a, ) PT] — v [w@(z, H-p

0*X (,1)
ot? ’

(1.96)

usando que las constantes eldsticas no varfan con la posicién y el orden de diferencia-

cién no tiene efecto.

Una solucién de la ecuacion puede ser encontrada si ambos términos en los corchetes

son cero. En este caso, se tienen dos ecuaciones de onda, una por cada potencial. El

potencial escalar satisface

1 0%¢(z,1)
a2 o2 7
10E] rotacional es un operador vectorial que describe la rotacién infinitesimal de un campo vectorial. En

cada punto en el campo, el rotacional es representado por un vector. Los atributos del vector, longitud y
direccion, caracterizan la rotacion en ese punto.

V2(z,t) = (1.97)
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con la velocidad
a=[(A+2p)/p]">. (1.98)

Como se verd mds adelante su solucién corresponde a las ondas P o compresionales.
De manera similar, el potencial vectorial satisface

2
VX (x,t) = %a%—g’”, (1.99)
con velocidad
B=(u/p)?, (1.100)

que corresponde a las ondas S, o de corte.

Las ecs. (1.97) y (1.99) son tinicamente validas para un medio homogéneo porque para
su obtencidn se asumi6 que todas las derivadas de las constantes eldsticas son cero. A
pesar de que estds ecuaciones fueron derivadas en coordenadas Cartesianas, estas son
vélidas para cualquier sistema coordenado.

1.3. Conceptos basicos para ondas armonicas

La ecuacién de onda escalar en una dimensién estd dada por

D*u(z,t 1 0%u(z,t
Puley) _ 1 Fulw,t) (1.101)
Ox? v Ot?
donde v es la velocidad de onda. Esta ecuacién puede resolverse facilmente, porque
cualquier funcién con la forma u(z, t) = f(a £ vt) es una solucién. Para verificar esto,

note que las derivadas parciales son

0?u(z,t) 0%u(z,t)
Ox? ot?

donde f” es la segunda derivada de f con respecto a su argumento. Por lo tanto, cual-
quier funcién cuyo argumento sea (x & vt) es una solucién.
Para notar que una funcién f(x — vt) describe una onda que se propaga, considere co-
mo esta varfa en tiempo y espacio. Conforme el tiempo avanza por un incremento dt, el
argumento permanece constante cuando la distancia se incrementa vdt. Como el valor
de la funcién permanece igual cuando su argumento es constante, f(x — vt) describe
una onda de forma constante que se propaga con velocidad v en la direccién positiva
de z (Fig. 13). De manera similar, como (x + vt) es constante si « decrementa cuando
el tiempo incrementa, f(x + vt) describe una onda que se propaga con velocidad v en
la direccién —z. El signo que relaciona a = con ¢ muestra el sentido en que viaja la
onda.

=f"xtuvt) vy =02 f" (x £ vt), (1.102)

1.3.1. Solucion de onda arménica

Cualquier funcién de la forma f(x + vt) describe una onda que se propaga como
una funcidén del tiempo y la distancia. Una forma particular es como una onda armdnica
o sinusoidal

w(x,t) = Ae’ @R — A cos(wt + kx) 4+ Aisin(wt + kx). (1.103)
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Figura 13: Instatdneas de una onda f(x — 2t) que viaja en la direccién +z. Imagen
tomada de Stein y Wysession (2003).

Una onda arménica se caracteriza por su amplitud A y dos pardmetros, w y k. Susti-
tuyendo la onda arménica (1.103) en la ecuacién de onda (1.101) se puede despejar la
velocidad de onda para obtener

v=w/k. (1.104)

A pesar de que la funcién exponencial u(z, t) en la ec. (1.103) es compleja, el despla-
zamiento fisico debe ser real. Entonces se describe al desplazamiento como la parte
real de u(x,t).

Para entender la solucién de onda armdnica, considere la onda dada por la parte real
de u(z,t), que es A cos(wt — kx). La Fig. 14 muestra como la funcién varfa tanto en
tiempo como en espacio. El valor de u es constante cuando la fase'! (wt — kz) per-
manece constante, como la cresta'? o valle'®. Tales lineas de fase constante requieren
que z incremente cuando ¢ incremente. Estas linea indican ondas que se propagan en
la direccién 42 a una velocidad dada por dz/dt, 1a pendiente de la linea en el plano
x — t. Mayor entendimiento viene al examinar u(z, t) en un punto del espacio zg. En
términos de la Fig. 14, es una rebanada de la funcién en un plano paralelo al eje del
tiempo, que intersecta la eje de la distancia en z(. Se obtiene una funcién periddica
del tiempo, u(zo,t) = A cos(wt — kxg) (Fig. 15, arriba). Como la funcién regresa el
mismo valor cuando wt cambia por 2, la oscilacion es caracterizada por el periodo,
T = 27/w, el tiempo en el que se repite. La periodicidad puede también describirse
por la frecuencia, f = 1/T = w/(27), el nimero de oscilaciones dentro de una unidad
de tiempo, o por la frecuencia angular, w = 27 f. El periodo tiene unidades de tiempo,
de modo que la frecuencia y la frecuencia angular tienen unidades de tiempo~!. En la

B fase indica la situacién instantdnea en el ciclo, de una magnitud que varfa ciclicamente, siendo la
fraccion del periodo transcurrido desde el instante correspondiente al estado tomado como referencia.

12Cresta: La cresta es el punto de méxima elongacién o maxima amplitud de la onda

13Valle: Es el punto més bajo de una onda.

31



ulx, B

Figura 14: Desplazamiento como una funcién del espacio y el tiempo para la onda
armoénica u(z,t) = Acos(mt — 2mx) que se propaga en la direccién +x. Una linea que
sigue una cresta (o cualquier otra parte de la onda) en espacio y tiempo representa la
velocidad de onda. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

Fig. 14, u(z,t) = Acos(nt —2nx), la frecuencia angular es 7 (unidades de tiempo)~*,
la frecuencia es 1/2 (unidades de tiempo)~!, y el periodo es 2 unidades de tiempo. Por
lo tanto el intervalo que se muestra, 4 unidades de tiempo, incluye dos ciclos completos
de oscilacion.

De manera alternativa, se examina u(x, t) en el tiempo fijo, to, y se grafica u(z, tg) =
Acos(wty — kx) como una funcién de la posicién (Fig.15, abajo). En términos de la
Fig. 14, esto es una rebanada de la funcidén en el plano paralelo del eje de la distancia,
que intersecta al eje del tiempo en ty. Este desplazamiento es periddico en espacio so-
bre una distancia igual a la longitud de onda, \ = 27 /k, la distancia entre dos puntos
correspondientes en un ciclo. La forma en que la oscilacién se repite en espacio puede
también describirse por k, el niimero de onda o frecuencia espacial, que es 27 veces
el ndmero de ciclos que ocurren en una unidad de distancia. La longitud de onda tiene
unidades de distancia, de modo que el nimero de onda tiene unidades de distancia—!.
En la Fig. 14 la longitud de onda es 1 unidad de distancia, cuatro ciclos ocurren en
el intervalo de cuatro unidades de distancia, y el nimero de onda es 27 (unidades de
distancia)~!. Note que la longitud de onda y el nimero de onda son analogos, para un
tiempo constante, al periodo y la frecuencia angular para una distancia constante. La
Tabla 1.3.1 resume las relaciones entre los diferentes pardmetros de onda. Todas estas
relaciones pueden derivarse de v = w/k y las definiciones de las otras cantidades. A
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Figura 15: Una onda arménica u(z,t) = Acos(wt — kz) en una posicién fija del
espacio como funcién del tiempo (arriba) y como en un tiempo dado como funcién de
la posicién (abajo). Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

Cantidad Unidades

Velocidad distancia/tiempo v =w/k = fA=\/T
Periodo tiempo T=2r/w=1/f=\v
Frecuencia angular  tiempo ! w=21/T =2nf =kv
Frecuencia tiempo ! f=w/@2r)=1/T =v/\
Longitud de onda  distancia A=2n/k=v/f =T
Ndmero de onda distancia~! E=2n/A=w/v=2nf/v

Cuadro 1: Relacién entre los pardmetros de onda

pesar de que las diferentes relaciones pueden parecer confusas, estas son ficiles de re-
cordar usando las dimensiones de las cantidades. Por ejemplo, la velocidad debe ser la
razén entre la longitud de onda y el periodo, no su producto.

La solucién de onda armdnica describe una onda sinusoidal de una frecuencia particu-
lar. Esto puede parecer una solucién especifica, no aplicable a propagacién de ondas
mds complejas. En particular, la onda sinusoidal estd definida para todo tiempo y dis-
tancia, mientras que en situaciones fisicas se tratan con ondas que existen en intervalos
limitados de espacio y tiempo. Afortunadamente, una onda de forma arbitraria puede
descomponerse en un conjunto de ondas arménicas usando andlisis de Fourier. Como
resultado, las soluciones que describen el simple caso de ondas arménicas puede ser
aplicado a casos mds complicados.
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1.3.2. Extension a tres dimensiones

La ecuacion de onda escalar en tres dimensiones,

1 0%¢(z, 1)

Ve =E e

(1.105)
describe como el campo escalar ¢(z, t) se propaga en tres dimensiones. Por analogia a
la ecuacién de movimiento (1.51), la ec. (1.105) es una ecuacién de onda homogénea,
sin funciones de fuerza de cuerpo que actien como fuente de ondas. Si hubiera fuerzas
de cuerpo, se tendria la ecuacién de onda escalar inhomogénea con el término fuente
f(z,1), 2

Vol 1)~ 5 0B _ ) (1.106)
La solucién de onda armoénica a la ecuacién de onda esclar en una dimensién (ec.
(1.103)) puede generalizarse para resolver la ecuacién de onda escalar tridimensional.
Esta solucién, llamada onda armdénica plana es

p(z,t) = Aexp(i(wtLk-2))
= Aexp(i(wt £ kex £ kyy £ k.2)), (1.107)

donde z es el vector posicién y k = (ky, ky, k.) es el vector de onda, algunas veces
llamado vector niimero de onda. Esta solucién describe un onda plana que se propaga
en una direccion arbitraria dada por el vector de onda, en contraste con la solucién
unidimensional que se propaga a lo largo del eje coordenado. Para demostrar esto, se
escribe k = |k| E, donde E es un vector unitario en la direccidn k; tal que la ec. (1.107)
se puede escribir como

¢z, 1) = Aexp(ilwt — |k|(k - 2))), (1.108)
una onda plana que se propaga en la direccion k con velocidad
v=uw/|k| (1.109)

Por lo tanto el vector de onda describe dos caracteristicas importantes de una onda que
se propaga. Su magnitud da el nimero de onda, la frequencia espacial, y su direccién da
la direccién de propagacion. Los frente de onda, son superficies de fase constante (wt—
k - ) en cualquier instante de tiempo y por lo tanto valores constantes de ¢(z, t); son
planos perpendiculares a la direccidn de propagacion (Fig. 16). Para observar esto, note
que todos los puntos en un plano perpendicular al vector de onda tienen el mismo valor
de k - z, porque este producto escalar es la proyeccion de k en x. La fase es periddica
sobre una distancia a lo largo de la direccién de propagacion igual a la longitud de
onda, 27/ |k|.

La solucién de la ecuacion escalar tridimensional puede ser generalizada para resolver
la ecuacion de onda vectorial en tres dimensiones,

2
V(g 1) = ST

Y(z S (1.110)
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Figura 16: Frentes de onda de una onda plana arménica que viaja en la direccién indi-
cada por el vector de onda k. La longitud de onda es A = 27/|k|. Imagen tomada de
Stein y Wysession (2003).

que describe la propagacién de un campo vectorial. En coordenadas Cartesianas se
puede descomponer en tres ecuaciones de onda escalares

1 92X, (x,t)
2 _ z\L,
VTt = v2 Ot?
1 92T, (z,t)
2 _ y\L,
Vihizt) = m o
1 927, (z,1)
2 _ z\L,
VT, (z,t) = FCR ToR (1.111)
La solucién de onda armdnica plana a la ecuacién de onda vectorial es entonces
Y(z,t) = Aexp(i(wt — k - z)), (1.112)

que es como la ec. (1.107) excepto que tanto X' (z, t) como las constantes A son vecto-
res.

1.3.2.1. Ondas esféricas Una segunda solucién a la ecuacién escalar tridimensio-
nal conduce a ondas con frentes de onda esféricos en lugar de planos. Para obtener
esta solucidn, se expresa al potencial escalar, ¢(r, t), y su Laplaciano en coordenadas
esféricas. Se consideran soluciones con simetria esférica donde ¢ es una funcién sélo
del tiempo y del radio r, de modo que el término d¢/Jr es el inico diferente de cero del
Laplaciano. La ondas esféricas simétricas satisfacen la ecuacién de onda homogénea

10 do(r,t 1 0%¢(r,t
wwmzﬁgck%¥>=ﬁ{%l, (1.113)
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donde la variable espacial es el radio r en lugar del vector de posicién r. Para resolver
esta ecuacion, se sustituye

o(r,t) = &(r,t)/r, (1.114)

para obtener

2 2
1 [8 ¢ 19 5] =0. (1.115)

rlorz v? o
Como el término en corchetes es la ecuacion escalar en una dimension, cualquier fun-
cién de la forma £ = f(r + vt) satisface la ec. (1.115) cuando r # 0. Por lo que
cualquier funcién de la forma

o(r,t) = f(t£r/v)/r, (1.116)

es una solucidn esférica sim étrica de la ecuacioén de onda escalar.
Esta solucién describe frentes de onda esféricos centrados en el origen r = 0, cuyas
amplitudes dependen de la distancia del origen. Cuando el signo de menos es usado,
la ec. (1.116) representa ondas salientes que divergen de la fuente en el origen con un
decaimiento de amplitud de 1/r. El signo mds conduce a ondas esféricas que colapsan
en el origen con un crecimiento de amplitud de 1/r. Resulta comiin imponer una con-
dicion de radiacion pidiendo que las ondas que vienen de lejos no entren en la regién
de estudio para asf descartar la solucién de ondas entrantes.
Sin embargo, la ec. (1.116) no es solucién a la ecuacién homogénea en todo el espacio
porque es infinita en r = 0. Fisicamente esto es porque una onda que se propaga a
partir de un punto debié haberse generado por una fuente colocada ahi. Por lo tanto la
onda saliente, ¢(r,t) = f(t — r/v)/r, es de hecho solucién de la ecuacién de onda
inhomogénea
2

V2p(r, t) — %% = —47é(r) f(1). (1.117)
Esto representa una fuente puntual en el origen con una funcién tiempo f(¢). La fun-
cién delta §(r) es cero excepto en r = 0, pero su integral sobre un volumen incluyendo
el origen es 1. Por lo tanto, integrando sobre un volumen que incluye al origen, se
muestra que la ec. (1.116) es una solucién de la ecuacidn escalar inhomogénea (1.117)
aln en el origen. De modo que, buscando una solucién a la ecuacién homogénea que
tuviera ondas esféricas, se encontrd una solucién a la ecuacién inhomogénea que es
usada para estudiar las ondas radiadas por fuentes sismicas.

El hecho de que la solucién de onda esférica (1.116) representa una onda saliente

generado en el origen explica el factor dependiente de la distancia 1/7, que no tiene
contraparte con la solucién de onda plana. Una onda esférica que se propaga lejos de
la fuente incremente el 4rea de su frente de onda por 4772, Como la energia por unidad
de drea del frente de onda es proporcional al cuadrado de la amplitud, la energia por
unidad de drea decae 1/ r2. Este decaimiento, llamado dispersion geométrica, conserva
la energia.
Una onda plana puede observarse como el limite de una onda esférica lejos de la fuente,
porque el frente de la onda esférica se vuelve casi plano (Fig. (17)). Esta aproximacién
es comunmente usada por los sismdlogos cuando los sismémetros se encuentran lejos
del terremoto.
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--~" wave
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Figura 17: Aproximacién del frente de onda esférico con un frente de onda plano.
Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

14. Ondas Py S

A través de la descomposicion de Helmholtz (1.92), el desplazamiento puede sepa-
rarse en un potencial escalar que corresponde a ondas P que satisfacen la ecuacion de
onda escalar

1 0%¢(z,t)
a2 otz 7
y un potencial vectorial que corresponde a las ondas S que satisfacen la ecuacién de
onda vectorial

V3(z,t) = (1.118)

1 8%Y(z,t)
2 _ =\
VX (z,t) = A
Para analizar los desplazamientos inducidos por los dos tipos de ondas, considere una
onda plana que se propaga en la direccidn z. El potencial escalar para una onda arméni-
ca plana P que satisface la ec. (1.118) es

(1.119)

#(z,t) = Aexp(i(wt — kz)), (1.120)
tal que el desplazamiento que produce es el gradiente
u(z,t) = Vé(z,t) = (0,0, —ik) A exp(i(wt — kz)), (1.121)

que tiene un sélo componente diferente de cero a lo largo de la direccién de propaga-
cién z (Fig. 18). La dilatacion correspondiente es diferente de cero

V- u(z,t) = —k*Aexp(i(wt — kz)), (1.122)

de modo que ocurre un cambio de volumen. Conforme la onda se propaga, los des-
plazamientos en la direccién de propagacidén provocan que el material se comprima
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y expanda alternadamente. Por lo tanto, la onda P generada por un campo escalar es
llamada onda de compresion.
Por el contrario, para la onda S u onda de corte, descrita por el potencial vectorial

S waves: ground motion is perpendicular to wave direction

Direction of wave propagation Onset of waves

P waves: ground motion is parallel to wave direction

Figura 18: Desplazamiento de las ondas P y S. Imagen tomada de Stein y Wysession
(2003).

X(z,t) = (Az, Ay, A,) expli(wt — kz)), (1.123)
genera un campo de desplazamiento dado por su rotacional
u(z,t) =V x X(z,t) = (ikAy, —ikA;, 0) exp(i(wt — kz)), (1.124)

cuyo componente a lo largo de la direccién de propagacion z es cero (Fig. 18). Por lo
tanto el desplazamiento asociado con una onda de corte es perpendicular a la direccién
de propagacion. Una onda de corte no produce cambio de volumen porque la dilata-
cién, V - u(z,1), es cero.

La comparacién de los desplazamientos para las ondas P y S ilustra que una onda es
caracterizada por dos direcciones. Una es la direccién en que la onda se propaga; la
otra es la direccién en la cual el campo que se propaga cambia. Una onda compresio-
nal es un ejemplo de una onda longitudinal, porque el campo de desplazamiento que
se propaga cambia en la direccién de propagacién. Un ejemplo familiar es una onda
de sonido en el aire, que puede ser descrita como una onda (eldstica) compresional en
un fluido ideal. Por el contrario, una onda de corte es un ejemplo de una onda trans-
versal, porque el campo de desplazamiento que se propaga varia en angulos rectos a
la direccién de propagacion. Un ejemplo de ondas transversales son las ondas electro-
magnéticas.

El componente de Y'(z,t) en la direccién de propagacién (A.) no tiene efecto en el
campo de desplazamiento porque al aplicar el rotacional se descarta. Por lo tanto, ha-
cer A, igual a cero para satisfacer el requerimiento de que V - ¥ = 0, no impone
ninguna restriccién adicional al desplazamiento. Solo A, y A, contribuyen al despla-
zamiento. Como cada componente del desplazamiento depende de solamente uno de
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esos términos, pueden haber dos campos de onda de corte independientes. Por ejem-
plo, si A, o A, es cero, entonces sélo estard el componente y o = del desplazamiento.
Por lo tanto ondas de corte pueden tener dos polarizaciones independientes, como el
caso de otras ondas transversales como la luz. En aplicaciones reales, comtinmente se

Source Receiver
- —_—

Surface

Wave propagation
direction k

Figura 19: Desplazamiento de las ondas P, SV y SH. Imagen tomada de Stein y
Wysession (2003).

define al eje 2 en la direccidn vertical y se orienta el plano x — z segiin el gran circulo
que conecta a la fuente sismica y el registro. Ondas planas que viajan en la trayectoria
directa entre la fuente y el registro se propagan en el plano x — z. Las direcciones de
polarizacién de las onda de corte estan definidas como SV, para ondas de corte cuyo
desplazamiento se encuentra en el plano (z — z), y SH, para ondas de corte polari-
zadas horizontalmente con desplazamientos en la direccién y, paralela a la superficie
(Fig. 19). A pesar de haber podido elegir cualesquiera dos polarizaciones ortogonales
en el plano de los desplazamientos de las ondas de corte, usando SV y SH resulta
particularmente conveniente. Se verd mas adelante que las ondas P y SV estdn acopla-
das entre si cuando interactiian con fronteras horizontales, mientras que las ondas S H
permanece separadas.

2. Soluciones de las Ecuaciones de Movimiento en un
Solido Elastico con una o varias Interfases Planas
(Ondas P, SHy SV)

Objetivo: El estudiante comprendera los conceptos de las ondas eldsticas y anali-
zard su propagacion en diferentes medios.
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2.1. Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera en la superficie de la Tierra son derivadas, para propdsi-
tos de Sismologia, despreciando a la atmdsfera y tratando a la superficie como una
frontera entre un sélido y el vacio. En esta aproximacion, la superficie de la Tierra es
una superficie libre, no sujeta a ninguna fuerza. En la superficie libre, con normal 7, el
vector de traccidn es cero, siendo una restriccion a aquellos componentes del tensor de
esfuerzo que actdan en la traccién

Ti = 04Ny = 0. (21)

Por lo tanto, en un sistema coordenado en el cual la superficie sea horizontal, el vector
normal es n; = d;3, y T; = oy3n3, por lo que

013 = 023 = 033 = 0. (2.2)

Los componentes del tensor de esfuerzos que no estdn involucrados en la traccion, en
este caso 011, 012 Y 022, permanece libres de restricciones. De manera similar, no se
imponen restricciones a los desplazamientos.

Existen también interfaces entre dos sélidos, un sélido y un liquido, y entre dos liqui-

Medium 1
Medium 2

Figura 20: Volumen alrededor de la frontera. Imagen tomada de Stein y Wysession
(2003).

dos. Sus condiciones de frontera se obtienen al considerar un volumen a lo largo de la
interfaz entre materiales diferentes (Fig. 20). El eje mayor del volumen es a lo largo de
la interfaz, tal que el drea de la superficie, S, es grande en comparacion con el volumen,
V. Se integra la ecuacién de movimiento homogénea (1.51) sobre el volumen

2,
/ (%,j (z,t) — pau(;iif’t)) dv =0, (2.3)

y se utiliza el teorema de divergencia para transformar el primer término de la integral
en una integral de superficie como

2, .
/aij@, t)n;dS — /pauaziif’t)dv — 0, (2.4)
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Interfaz Condiciones de frontera
s6lido-sélido TZ.Jr =T,

u;r =u;
sélido-liquido ~ T5" = Ty

To=T,=0

uf = uy

superficie libre 7T; =0

Cuadro 2: Condiciones de frontera

donde n; es el j-€simo componente del vector normal unitario exterior en cada punto
de S. En el limite en el que su espesor se aproxima a cero, la integral de volumen se
vuelve despreciable, de modo que

/Uij (g, t)nde =0. (25)

Como el espesor tiende a cero para que la integral sea cero, la contribucién de la parte
superior (+) e inferior (—) de la superficie debe satisfacer

(0ijng)" + (oin;)~ = 0. (2.6)

Por lo tanto, como la normal unitaria en la parte superior es el opuesto de aquel en
la parte inferior (n;r = —n; ), los tres componentes del vector de traccion deben ser
continuos a través de la superficie.

La continuidad de la traccién conduce a condiciones en componentes especificos de
los esfuerzos, dependiendo de la orientacién de la interfaz. Por ejemplo, si la interfaz

es horizontal, entonces n; = d;3, tal que
T; = 045653 = 043 2.7)

debe ser continuo. Si, por el contrario, la frontera entre dos sélidos es vertical, entonces
n; = 5.7'1, tal que
T; = 04501 = on (2.8)

seria continuo. Como las condiciones de continuidad son para las tracciones en lugar
de los esfuerzos, los componentes de los esfuerzos que no estdn involucrados en la
traccidn no tienen porque ser continuos.
En la intefaz entre dos s6lidos, algunas veces llamada superficie “soldada”, todos los
componentes del desplazamiento son continuos porque ni traslapes ni rupturas ocurren.
En la interfaz entre un sélido y un fluido perfecto, el fluido puede deslizarse a lo largo
de la interfaz porque su rigidez es cero, de modo que no soporta esfuerzos de corte. De
esta forma los componentes de la traccion tangencial en la interfaz son cero en el fluido
y por la condicién de continuidad en el sélido también. De modo que, los componentes
del desplazamiento tangencial no tienen que ser continuos, aunque los componentes
normales de la traccién y del desplazamiento si lo son.

La Tabla 2.1 resume las condiciones de frontera para una interfaz horizontal entre
medios diferentes.
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2.2. La aproximacion de un medio por capas

En la seccién anterior, se revisé que la ecuacién de movimiento para un medio
eldstico homogéneo tiene soluciones en las cuales el desplazamiento se describe con
potenciales que satisface la ecuacién de onda. Ahora se usardn estas soluciones para
describir la propagacién de ondas simicas en la Tierra. Aplicar los resultados que se
derivan para un medio homogéneo infinito a un planeta real con una estructura inter-
na complicada puede parece como una tarea titdnica. Sin embargo, muchos problemas
significantes pueden ser explorados usando esta aproximacion.

Para propdsitos sismoldgicos, se caracteriza la estructura interna de la Tierra sélida

Laterally heterogeneous sphere Laterally homogeneous sphere

v="~({)

Stratified halfspace Layered halfspace

v =£(2)

Figura 21: Ilustracién esquemdtica de algunos tipos de modelos de la Tierra usa-
dos en sismologia. El médelo mas preciso, una esfera lateralmente heterogénea, es
comunmente aproximado como una esfera simétrica, con propiedades que varfan tni-
camente con el radio. Un modelo esférico simétrico, puede ser también aproximado
para muchos propdsitos como un semi-espacio estratificado, en el cual sus propiedades
cambian tnicamente con la profundidad, o como un semi-espacio compuesto de capas
discretas uniformes. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).
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por la distribucién de las propiedades que afectan la propagacién de onda sismica y
puede ser estudiada usando ondas sismicas. De modo que se trabaja con la distribucién
de propiedades eldsticas y densidad. Un modelo sismoldgico de la estructura eldstica
de la Tierra es un conjunto de funciones «(r), 5(r), p(r) que muestra como las velo-
cidades y densidad dependen del vector posicién r, y por lo tanto del radio, latitud y
longitud. Resultados sismolégicos indican que esta distribucién es complicada y dificil
de caracterizar. Por ejemplo, Por ejemplo, trozos de litdsfera se extienden a profundi-
dades considerables en zonas de subduccién (Fig. 21). Como las propiedades fisicas de
la Tierra s6lida varian de manera significativa mas con la profundidad que lateralmen-
te, estas pueden ser aproximadas como funciones esféricamente simétricas «(r), 5(r),
p(r) que dependen tnicamente del radio. Un medio cuyas propiedades varian solo con
la profundidad es llamado lateralmente homogéneo o estratificado, en contraste con
un medio lateralmente heterogéneo cuyas velocidades varian tanto de manera lateral
como con la profundidad.

Cuando la longitud caracteristica de la regién en consideracién es pequefio en compa-
racion con el radio de la Tierra, como estudios locales de la corteza, la curvatura de la
Tierra es despreciada. La Tierra por lo tanto aproximada como un semi-espacio late-
ralmente homogéneo, con velocidades y densidad caracterizadas por funciones a(z),
B(2), p(z) que varian tnicamente con la profundidad z. Una simplificacién mds es
tratar a la Tierra como un semi-espacio que consiste de capas de espesor finito con
propiedades uniformes o, 3;, p;.

Una caracteristica atractiva del modelo por capas es que la soluciones de la ecuacién
de movimiento discutidas previamente aplican a medios homogéneos. Cuando un mo-
delo de la Tierra por capas es apropiado, es posible tomar las soluciones de medios
homogéneos en cada capa y juntarlas en las interfaces para considerar la propagacién
de ondas sismicas entre capas. Esto puede hacerse cuando las ondas planas representan
de forma adecuada los frentes de onda, una suposicién que se cumple lo suficientemen-
te lejos de la fuente para considerar frentes de onda planos.

La Tierra real no es homogénea lateralmente, mucho menos compuesta por capas uni-
formes, y los frentes de ondas sismica no se extienden como planos al infinito. La
prueba de si estas aproximaciones son ttiles depende de si los resultados derivados al
aplicarlas en datos sismoldgicos conducen a inferencias geolégicas validas. Sorpren-
dentemente este caso es comun para fines sismolégicos, donde modelos laterlamente
homogéneos actian como representaciones ttiles de la estructura promediada de la
Tierra.

2.3. Potenciales de ondas planas para un medio por capas

El primer objetivo serd analizar que sucede cuando una onda plana P o S incide
en la frontera entre dos semi-espacios de materiales homogéneos e isotrépicos con
diferentes constantes eldsticas y por lo tanto velocidades sismicas. Se derivard la ley
de Snell, la famosa relacién que describe la flexién de los frentes de onda cuando una
onda plana pasa de un medio a otro. Una vez que se pueda manejar una sola frontera, se
generalizard esta solucidn a una pila de capas homogéneas. La aproximacién por capas
puede ser usada, ain cuando las propiedades eldsticas varian suavemente, utilizando
un nimero de capas delgadas muy grande.
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La geometria del problema se muestra en la Fig. 22. Se considera una onda plana

Medium 2

Medium 1

Figura 22: Dos semi-espacios en contacto, compuesto de materiales con diferentes pro-
piedades eldsticas. La interfaz horizontal es el plano = — y. Imagen tomada de Stein y
Wysession (2003).

con direccién de propagacién, y por lo tanto vector de onda, en el plano x — z. Los
desplazamientos pueden escribirse usando potenciales que son funciones s6lode x y z.
Dos semi-espacios de diferentes materiales estdn en contacto a lo largo de una frontera
que es el plano z — y, y el eje z, normal a la interfaz, es positivo en la direccién
hacia abajo. Esta geometria tiene la caracteristica de que las ondas de corte pueden ser
separadas en dos polarizaciones: ondas SV, cuyos desplazamientos estan en el plano
x—2z,yondas SH, cuyos desplazamientos tienen s6lamente el componente y. Atin mds,
el desplazamiento y por lo tanto los potenciales no varfan con y, y pueden escribirse
como funciones de z, 2 y t.

Enlaec. (1.92) se observo que el campo de desplazamiento puede ser descompuesto en
un potencial escalar que describe a las ondas P y un potencial vectorial para las ondas
S. Para separar las ondas SV y S H, se separa el potencial vectorial X en dos términos,

X(z,2,t) = ¥(x,2,t) + V x x(z, 2,1). (2.9)

Abhora, el vector de desplazamiento puede ser escrito usando el potencial escalar, ¢(z, z, t),
y los dos potenciales vectoriales:

u(z,z,t) = Vo(r,2,t) +V x L(x,2,t)
= Vé(z,2,t) + V x ¥(z,2,t) + V X V x x(z,2,t). (2.10)
Se eligen los vectores de potenciales como
Y(x,z,t) = (0,9(z,21),0)
x(z, z,t) = (0,x(z,21),0). 2.11)



Cada potencial tiene ceros para sus componentes  y 2z, y sus componentes y son las
funciones escalares W(z, z,t) para las ondas SV y x(z, z,t) para las ondas SH. Por
lo tanto el vector de desplazamientos es descrito por tres funciones escalares, una por
cada potencial.

Para encontrar los desplazamientos resultantes, se llevan a cabo las operaciones vecto-
riales en la ec. (2.10). Como los dos potenciales vectoriales tienen solo el componente
Yy, y ni ¢, ¥, o x dependen de y, las derivadas con respecto a y son cero. Por lo tanto
los términos P, SV y SH dan lugar a vectores de desplazamiento con componentes

(x,y,2)

(P) Vola,z,t) = (24520, 0, 265:20)

ox Oz
_ oV (x,z,t) OV (z,z,t)
(SV) Vx¥(r,z2,t) = (—"—57,0, 752 (2.12)
2 2
(SH) V x V x X(:C’Z’t) = (O’ _ |:3 Xa(;?éz-,t) 4 ) Xg:éz-,t)] 7O) .

Porlo tanto, Py SV contribuyen a los componentes = y z del desplazamiento, mientras
que S H contribuye sélo al componente y. Las divergencias V-¥ y V- son cero porque
s6lo sus componentes y son diferentes de cero, y 9/0y de estos componentes es cero.
Por lo tanto, como se esperaba, ni SH o SV dan lugar a cambios de volumen.

Los componentes del vector de desplazamiento se pueden encontrar agrupando los
componentes de la ec. (2.12)

0d(x,z,t)  0OV(x,z,t)

ug(x, 2,t) = B — P
0p(x, z,t oV (x, z,t
u(@,zt) = (8,2 ! + (8x )
?x(x, z,t ?x(z, 2, t
uy(z,2,t) = — ( X((%Q ) + X((?zQ )> = —Vx(z,2,t). (2.13)

Estas ecuaciones demuestran que las ondas P — SV son independientes de las ondas
SH. Los componentes x y z del desplazamiento dependen tanto del potencial de la
onda P, ¢, como del potencial de la onda SV, ¥. De modo que para ondas que se
propagan en el plano = — z, las ondas P y SV forman un sistema acoplado, que da
lugar a dos componentes del desplazamiento. Ni el potencial P o SV contribuyen al
componente y del desplazamiento. Por lo tanto las ondas S H, que tnicamente contri-
buyen al componente y del desplazamiento, estin desacopladas de las ondas Py SV'.

Este acoplamiento y desacoplamiento persiste cuando estas ondas interactdan con una
interfaz horizontal paralela al plano x — y. Las condiciones de frontera en la inter-
faz restringen el desplazamiento y las tracciones. Como la normal a la interfaz tiene
s6lamente componente en 2

n= (07 0, 1)7 ng = 5]'37 (214)
las tracciones en la interfaz estdn dadas por

T, = OijNj = 043 = (O.Izv Oyz, Uzz)- (2.15)
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El sistema P — SV da lugar a componentes diferentes de cero de los desplazamien-
tos u, y uz, y por lo tanto de las tracciones o, y 0.. Para estas ondas, tanto u, y
0y = 0. Por el contrario, las ondas S H contribuyen tinicamente al componente y del
desplazamiento, y el unico componente diferente de cero de la traccién es o, . Por lo
tanto, en la interfaz, las ondas P — SV no tienen efecto en las ondas SH y viceversa.
De modo que no hay acoplamiento entre las ondas P — SV y SH. Sin embargo, las
ondas Py SV estan acopladas, porque ambas afectan a los mismos componentes del
desplazamiento y la traccion. Tal que en las interfaces, ondas P se convierten en ondas
SV y viceversa, mientras que ondas S H no se convierten en ondas P u ondas SV'.
Cuando se trata a la Tierra como un medio estratificado horizontalmente, se asume que
las ondas P — SV y SH que se propagan entre dos puntos cualquiera estidn desaco-
pladas y pueden tratarse de manera separada. La situacién es mas complicada cuando
existen superficies inclinadas. Las ondas P — SV y S H estdn acoplados en una inter-
faz inclinada si su normal no corresponde al plano de propagacién. Por lo tanto, para
interfaces inclinadas, las ondas estardn acopladas para la mayoria de los pares fuente-
receptor.

Como resultado, en la mayoria de las aplicaciones se trata al sistema P — SV de ondas
de propagacion distinto al SH. En la seccién anterior, se observo que las ondas P son
descritas por el potencial escalar ¢ que satisface la ecuacioén de onda escalar (1.118),
mientras que las ondas S descritas por el potencial vectorial X satisfacen la ecuacion de
onda vectorial (1.119). Para notar que cada uno de los potenciales SV y S H satisfacen
la ecuacién de onda vectorial de manera separada, se sustituye la ec. (2.9) en esta

1 2
VA0 + T X x5 0)] = o) £V X x(a s ) (210
y se reagrupan los términos
2
N R e )
1 02
+@w[v x x(z, 2, t)], (2.17)

De modo que los dos potenciales pueden tratarse de manera separada. Por lo tanto el
sistema P — SV es descrito por

1 0%¢(x, 2,t)

V2¢(x,z,t) = ?T

9 i@Q\IJ(x,z,t)
VYU (z,z,t) 72 — oz (2.18)

Ambas de estas ecuaciones son escalares, porque ¥ es la funcién escalar del compo-
nente y del potencial vectorial SV (ec. (2.11)).

Para las ondas SH se tienen dos opciones. Intercambiar el rotacional y las otras deri-
vadas en el lado en el lado derecho de la ec. (2.17) conduce a una funcién escalar y;, el
componente y del potencial vectorial S H, que satisface una ecuacion de onda escalar.
De manera alternativa, se puede tomar el rotacional y reconocer que por las ecs. (2.12)
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y (2.13)
uy =V xV x x(z,2,1), (2.19)
tal que
1 0%uy(x, 2,t)
2 . Yy 3~
Veuy(z, z,t) = FER T
Por lo que el desplazamiento de la onda S H satisface una ecuacién de onda escalar, y
puede encontrarse sin usar el potencial SH.

(2.20)

2.4. Angulo de incidencia y velocidad aparente

Considere ondas P — SV que se propagan en el plano z — 2z que son descritas por
ondas armoénicas planas que son soluciones de las ecuaciones de onda escalares (2.18)

(P) ¢z, 2,t) = Aexp(i(wt — kyx £k, 2)) 221)
(SV) V(w,z,t) = Bexp(i(wt — kex £k.,2)). ’
La direccién de propagacion de las ondas es descrita por el vector de onda, el cual
es normal a los frentes de onda. Para la propagacién en el plano z — z, la direccién
estd dada por k; y k. porque k, es cero. Por lo tanto la ec. (2.21) representa ondas
que se propagan en la direcciéon 4z (por el signo negativo en —k,x), y en ambas

direcciones +zy —z.

Los subindices en k y k. se necesitan porque la magnitud del vector de onda difiere
para las ondas P y SV. Se verd mas adelante que en esta geometria k, es el mismo
para las ondas Py SV.

Los componentes de los vectores de onda satisfacen

kol =k + K2, =w?/a® kgl =K+ k2, =082 (222

La direccién de propagacién puede también expresarse por el dngulo de incidencia que
el vector de onda hace con la vertical (Fig. 23). Como los vectores de onda, y por lo
tanto los dngulos de incidencia, difieren de las ondas P y S, se adopta la convencién
que ¢ se refiere a los dngulos de incidencia de ondas Py j para los dngulos de incidencia
de las ondas S. Por lo tanto

- ks B
smi = W—km/lkal
Kz
sinj = o = ky /| kgl (2.23)

(2 +12,)77

Se verd mas adelante que las ondas planas cambian de direccién cuando ellas cruzan
una interfaz con un material que tiene diferentes velocidades sismicas, de modo que
cambia la orientacién del vector de onda y el dngulo de incidencia. Por lo tanto, la
propagacién de una onda plana es caracterizada por los cambios de orientacion del
vector de onda. Entonces se habla de un rayo sismico que sigue esta trayectoria de
rayo. Figuras como la Fig. 24 son usualmente dibujadas mostrando unicamente las
trayectoria de rayo y omiten los frentes de onda que son normales al rayo.
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Figura 23: El vector de onda, k, es normal al frente de onda y apunta en la direccién
de propagacion. Arriba: Para una onda plana que viaja en el plano z — z, la direccién
de propagacion estd dada por el vector de onda (k,, k) o el dngulo de incidencia, 4,
entre el vector de onda y la vertical. En un incremento de tiempo At, el frente de onda
se mueve una distancia vAt, donde v es la velocidad de medio, y recorre una distancia
a lo largo de la superficie de ¢, At, donde ¢, es la velocidad aparente a lo largo de
la superficie. En medio: Para una onda plana que viaja verticalmente, el dngulo de
incidenciaes ¢ = O deg, k es igual a k, y c, es infinita. Abajo: Para una onda plana que
se propaga horizontalmente ¢ = 90 deg, k es igual a k, y ¢, es igual a la velocidad del
medio. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

Es util definir la velocidad aparente, c,., la velocidad en la que una onda plana aparenta

viajar a lo largo de un superficie horizontal. La Fig. 23 muestra que en un tiempo At
una onda plana con un dngulo de incidencia ¢ en un medio con velocidad v se mueve
en su direccién normal una distancia vAt y a lo largo de la superficie horizontal una
distancia ¢, At. Por lo tanto la velocidad horizontal aparente es

¢y = v/ sini. (2.24)

La velocidad aparente es siempre mayor o igual a la velocidad del medio, o para on-
das Py (8 para ondas S. Una onda que se propaga horizontalmente, con ¢ = 90 deg,
tiene una velocidad aparente igual a la velocidad del medio. Una onda plana vertical
incidente llega a cualquier punto de la superficie al mismo tiempo, de modo que tiene
una velocidad aparente infinita.

La velocidad horizontal aparente puede ser escrita en términos del componente hori-
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Wave fronts Pay paths

Figura 24: Una onda plana cambia su direccién cuando entra en un material con dife-
rentes velocidades sismicas. El cambio en direccion es representado por el cambio en la
orientacion del vector de onda k, o por la trayectoria del rayo que muestra orientaciones
sucesivas del vector de onda. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

zontal del vector de onda usando las ecs. (2.23) y (2.24)
cx = w/ks. (2.25)

Por lo que se pueden escribir las proporciones de los niimero de onda verticales con
respecto a los horizontales como

Fo = ka, /ke=(c2)a®—1)"% =coti
rg = kuy/ke = (c2/B* = 1)Y* = cot (2.26)

tal que los potenciales (2.21) se pueden escribir como

(P) &z, 2,t) = Aexp(i(wt — kpx + kyraz)) 297
(SV) ¥(z,z,t) = Bexp(i(wt — kyx & kyrp2)). (2.27)

2.5. Ley de Snell

Ahora se analizard la relacion entre los dngulos de incidencia para ondas arménicas
P — SV transmitidas y reflejadas en una interfaz. En la geometria de la Fig. 25, una
interfaz en z = 0 separa el medio 1, con velocidades P y S dadas por a1 y (1, del
medio 2 con velocidades g y B2. Primero se asumird que oy < ag 'y B1 < Sa.
Una onda P incidente del medio 1 genera ondas P reflejadas y transmitidas. Ademas,
parte de la onda P se convierte en ondas SV reflejadas y transmitidas. Cada una de
estas ondas puede ser descrita por un potencial apropiado. En el medio 1 se tienen
ondas P que suben y bajan y una onda SV que sube, tal que sus potenciales son

¢(z,z,t) = Pincidente + P reflejada
Ay exp(i(wt — kpx — kT, 2)) + Az exp(i(wt — kp@ + kyTo, 2))
U(z,z,t) = SV reflejada

= Boexp(i(wt — kgx + kyrp, 2)). (2.28)
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Figura 25: Ley de Snell para ondas planas que se propagan en a medio de alta velocidad.
Izquierda: Una onda P incidente genera ondas P y SV transmitidas y reflejadas. La
onda P reflejada tiene el mismo dngulo de incidencia, ¢1, que el de la onda P incidente.
Como en cada medio la velocidad de la onda P excede a la velocidad de las .S, j; < i1
y jo < ia. Derecha: La misma situacién para una onda SV incidente. Los dngulos de
incidencia de las ondas SV incidentes y reflejadas, j;, son iguales. Las relaciones entre
los otros dngulos de incidencia son las mismas que para una onda P incidente. Imagen
tomada de Stein y Wysession (2003).

La forma de cada potencial describe la onda. La direccién de propagacion de cada onda
estd dada por los componentes del vector de onda k. Por ejemplo, los signos de k, y
k7o, muestran que la onda P incidente con amplitud A; viaja en las direcciones +x
y +z conforme el tiempo avanza. De manera similar, la onda P reflejada con amplitud
As y la onda SV reflejada con amplitud By viajan en las direcciones +x y —z.

Las ondas Py SV que bajan en el segundo medio tienen los siguientes potenciales

¢(x,z,t) = P transmitida
= Aexp(i(wt — ke — kyra,2))
V(z,z,t) = SV transmitida
= Bexp(i(wt — kyx — ky1p,2)). (2.29)

A’y B’ son las amplitudes de las ondas P y SV transmitidas, que viajan en las direc-
ciones +z y +z. Comtinmente se escriben las amplitudes de las ondas Py S con Ay
B respectivamente.

Se pueden encontrar los dngulos de incidencia de las ondas transmitidas y reflejadas
del dngulo de incidencia de la onda incidente. Las condiciones de frontera para una in-
terfaz s6lido-sélido en z = 0 son que sus desplazamientos y tracciones sean continuas.
Como todos los potenciales contienen el factor de fase, exp(i(wt — kyx)) que multi-
plica un factor independiente de x y ¢, todos los desplazamientos y tracciones tienen
este factor de fase. Para que el desplazamiento y la traccién sea continua en la interfaz
para toda x y todo ¢, (wt — k,x) debe ser el mismo en cada potencial. Por lo tanto, el
nimero de onda horizontal k., y por ende su velocidad aparente a lo largo de la interfaz
¢z = w/ky, debe ser la misma para cada onda. Como resultado, las ondas viajan a lo
largo de la interfaz con la misma velocidad y permanecen en la misma fase.
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Esta condicién y la definicién de ¢, (2.24) derivan la ley de Snell

o 1 (&%) 2
cx:..:.ﬁ.:..:.ﬁ., (2.30)
Sin 2 sin Jp Sin 2o Sin Jo

la raz6n del seno del dngulo de incidencia de cada onda con su correspondiente velo-
cidad es constante. Por lo tanto, las ondas P incidentes y reflejadas tienen el mismo
angulo de incidencia ¢;. Las ondas P y S transmitidas cambian su direccién por un
factor que depende de la velocidad de los dos medios. El cambio en la direccién de las
ondas transmitidas se conoce como refraccion, de modo que las ondas en el segundo
medio son conocen también como ondas refractadas. La Fig. 25 ilustra las trayectorias
de rayo para las diferentes ondas.

La onda S reflejada de la frontera satisface

sinj1 = sinil(ﬁl/al) (231)

Como en cualquier medio las ondas P viajan mds rapido que las ondas .S, la ley de Snell
requiere que j; < ¢1. Por lo tanto el rayo S reflejada es mas cercando a la vertical que
el rayo P en el mismo medio. Fisicamente, eso es porque la onda S debe estar mas
cerca a la vertical que la onda P para tener la misma velocidad aparente a lo largo de
la interfaz.
El dngulo de incidencia para la onda P refractada estd relacionada al de la onda P
incidente por

sinig = siniq (aa/aq). (2.32)

Si el segundo medio tiene una velocidad mayor, i2 > ¢, entonces el rayo transmitido
estd mds alejado de la vertical que el rayo incidente. Este viaja mds horizontal, para
que las velocidades aparentes a lo largo de la interfaz sean iguales. Por otro lado, si
a1 > ai, entonces la onda P refractada estard mas cercana a una incidencia normal.
La onda S transmitida satisface

sin jo = siniq (B2/ ). (2.33)

De modo que para 83 > 1, j2 > j1, se tiene que la onda S transmitida es mas cercana
a la horizontal que la onda S reflejada. Relaciones similares se aplican para una onda
SV incidente (Fig. 25). El rayo P reflejado se aleja ain mas de la normal que los rayos
SV reflejados o transmitidos.

El hecho de que una onda P incidente genere tanto ondas P como SV, y viceversa, es
una consecuencia de las condiciones de frontera de desplazamiento y tracciones en la
interfaz. A pesar de que este tema se desarrollard mds adelante, un poco de intuicién
puede obtenerse al observar la Fig. 26, en la cual una onda incidente SV deforma la
frontera y por consecuencia genera ondas P ademds de las ondas SV transmitidas y
reflejadas.

2.6. Angulo critico

Cuando una onda P incide en una frontera horizontal, la ec. (2.32) muestra que el
dngulo de incidencia de la onda P trannsmitida en el segundo medio es

iy = sin~ ! (siniy (aa /1)), (2.34)
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Figura 26: Interacciéon de una onda SV incidente con la frontera. Imagen tomada de
Stein y Wysession (2003).

donde la notacién sin~! indica el inverso de la funcién seno. Si el segundo medio tiene
una velocidad mayor, la onda P transmitida estd mds alejada de la vertical que el rayo
incidente. Como el angulo de incidencia se incrementa, el rayo transmitido se acerca a
la interfaz horizontal (Fig. 27). Eventualmente, el dngulo de incidencia 7; alcanza un
valor i donde iy = 90 deg y el argumento de sin~" se vuelve 1,

sini.(ag/a1) =10 sini. = ay/ao. (2.35)

Por lo tanto para una onda incidente a este dngulo critico de incidencia, la onda trans-
mitida roza la interfaz.

Una vez que el dngulo de incidencia excede el dngulo critico, que es una situacién 1la-
mada incidencia postcritica, no hay trasmision de ondas planas en el segundo medio.
Este fenémeno es algunas veces llamado reflexion interna total. En este caso como se
verd mds adelante, el potencial de la onda P tiene un término exponencial real que
depende de z, exp(—k.z), en lugar de un término exponencial puramente imaginario,
exp(—ik,z). Por lo que el desplazamiento en el segundo medio no es una onda que se
propaga, sino una onda evanescente que viaja a lo largo de la interfaz y decae lejos de
la interfaz.

A pesar de que para angulos de incidencia mayores el dngulo critico no hay onda P
transmitida, atin puede haber onda S transmitida. Si la velocidad S del medio 2 es
mayor que la velocidad P en el medio 1, existe un segundo dngulo critico

sinie, = a1 /fs. (2.36)

Para dngulos mayores a este segundo dngulo critico no se presenta ningtn tipo de onda
transmitida.
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Figura 27: Tlustracién del dngulo critico i, para ondas P incidentes en un medio mds
rapido. La onda S transmitida y las ondas P y S reflejada no estdn mostradas. Confor-
me el dngulo de incidencia se incrementa, la ondas incidentes se acercan a la horizontal
y la las ondas P a la interfaz. Para ondas incidentes con un angulo mayor al dngulo
critico, no se producen ondas P transmitidas en el medio 2. Imagen tomada de Stein y
Wysession (2003).

2.7. Ley de Snell para ondas SH

La ley de Snell también aplica para ondas S H. Como para las ondas S H, los des-
plazamientos satisfacen la ecuacién de onda. Las ondas S H en el primer medio estdn
descritas por

uy(x, 2,t) = By exp(i(wt —kyx — kg1, 2)) + B exp(i(wt —kyx+karp, 2)), (2.37)

donde B; y B> son las amplitudes de la ondas S H incidente y reflejadas (Fig. 28). En
el segundo medio, la onda SH transmitida es

uy(z,2,t) = B exp(i(wt — kyx — ky1p,2)). (2.38)
Como en la seccién anterior, la continuidad en la interfaz se cumple con la ley de Snell
¢z = P/ sinji = Ba/sin ja, (2.39)

porque (wt — k,x) debe ser el mismo para las tres onda.
El dangulo critico para ondas S H es entonces

sin jo = B1/B2. (2.40)

2.8. Parametro de rayo y lentitud

Una forma 1til de caracterizar la trayectoria de rayo es a través del pardmetro de
rayo, p, que es el reciproco de la velocidad horizontal aparente,

p=1/cy; =sini/v = ky/w, (2.41)
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Figura 28: Una onda SH que se propaga en el plano  — z solo genera ondas SH
transmitidas y reflejadas cuando esta incide en una interfaz s6lido-sélido en el plano
x — y. Las ondas incidentes y reflejadas tienen el mismo dngulo de incidencia j;. Para
B2 > B1, j2 > j1. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

donde i es el dngulo de incidencia para una onda P o S, y v es la velocidad correspon-
diente. La onda arménica plana puede ser escrita en términos del pardmetro de rayo.
Para ilustrar esto, considere el potencial de una onda P que se propaga en el plano
x — 2,y se factoriza la frecuencia angular

exp(i(wt — kpx — kyraz)) = expliw(t — (ky/w)x — (ky/w)raz))
= exp(iw(t — pr —1az))
= exp(iw(t —s-z)), (242)

donde el vector de lentitud s se define como

5= (p,1a), (2.43)

cuyos componentes son los pardmetros de rayo py 1o = (kz /W) = pro = 7o/Cx =
(1/a2 _ p2)1/2.
Se puede interpretar 7, usando los componentes del vector de onda, porque r, =
k.. /k., tal que

Na = k. Jw = k., /(|kala) = cosi/a. (2.44)

Na ¥ P estdn relacionados porque ambos son funciones del dngulo de incidencia divi-
didos por su velocidad. De modo que la magnitud del vector de lentitud es

|s] = (p® +n2)"/? = (sin®i/a® + cos?i/a®)'/? = 1/a, (2.45)

que es el reciproco de la velocidad 1/« 1lamada lentitud escalar, un término adecuado
porque un medio de baja velocidad tiene lentitud grande, mientras que medios de alta
velocidad tienen lentitud pequefia.

El vector de lentitud (Fig. 29) esta dirigido a lo largo del rayo (paralelo al vector de
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Figura 29: Interpretacién geométrica de la propagacién de una P. Imagen tomada de
Stein y Wysession (2003).

onda) con una magnitud igual a la lentitud, y puede ser escrito como s = Ea /. Sus
componentes son el pardmetro de rayo p, también llamada lentitud horizontal y 1,
llamada lentitud vertical. De manera similar para ondas S la lentitud es

s = (1/8%—pH)Y? =cosj/B=prs=rs/c. (2.46)

Escribir una onda armoénica plana en términos de la lentitud resulta conveniente pa-
ra despertar mayor intuicién. En el argumento de la exponencial de la ec. (2.42),
(iw(t — s - x)), el término de la lentitud, s - z, tiene la dimensién de tiempo, y es
el tiempo de viaje neto debido a los tiempos de propagacién vertical y horizontal, cada
uno de los cuales es descrito por correspondiente componente de la lentitud.
La formulacién de lentitud también da otra visién de la ley de Snell. Se derivé la ley
de Snell al considerar una onda arménica plana incidente en una interfaz horizontal y
las correspondientes ondas planas reflejadas y transmitidas. El componente horizontal
de los vector de onda k,, y por lo tanto de la velocidad aparente horizontal c,, eran
continuos en la interfaz. En contraste, los términos relacionados con el componente
vertical de los vectores de onda, como k, = k,r,, variaban entre capas para ondas P
y S. La formulacién correspondiente en términos de la lentitud dice que el pardmetro
de rayo u lentitud horizontal p es la misma para las ondas incidente, reflejadas y trans-
mitidas, mientras que la lentitud vertical depende del medio y del tipo de onda. La ley
de Snell puede entonces enunciar que p es constante para un rayo y cualquier otro que
se produzca en las interfaces.

Una aplicacién importante del pardmetro de rayo es la de describir la evolucién de
un rayo cuando se topa con un nimero de interfaces. Cada uno de los cuatro rayos
generados en la primer interfaz a su vez generan otros cuatro rayos en la siguiente in-
terfaz, y asi sucesivamente. Como la ley de Snell se aplica en cada interfaz, todos estos
rayos tienen el mismo pardmetro de rayo. Como resultado, p es constante a lo largo
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Figura 30: Una onda P incidente en una pila de capas planas genera cuatro ondas,
dos reflejadas y dos transmitidas, en cada interfaz. Cada una de estas ondas generan
cuatro mds en cada interfaz, y asi sucesivamente. Todas estas ondas tienen el mismo
pardmetro de rayo, de modo que sus trayectorias pueden ser trazadas al aplicar la ley
de Snell en cada interfaz. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

de cualquier trayectoria de rayo, sin importar cuantas transmisiones, reflexiones o con-
versiones haya sufrido. Esto ofrece una manera de trazar la trayectoria de rayo para
un rayo que comienza su viaje con un cierto pardmetro de rayo. Al hacer esto en una
computadora, la ventaja de usar el pardmetro de rayo es que es cero para una incidencia
vertical, mientras que ¢, es infinita.

2.9. Principio de Fermat y Teoria de rayo geométrica

Como se ha visto hasta el momento, se puede ganar intuicién en el comportamien-
to de las ondas sismicas al considerar sus correspondientes trayectorias de rayo. Esta
aproximacion, estudiar la propagacién de onda usando trayectorias de rayo, es llamada
teoria de rayo geométrica. A pesar de que no describe totalmente los aspectos impor-
tantes de la propagacion de onda, es muy usada porque generalmente simplifica mucho
el andlisis y conduce a una respuesta correcta o a una buena aproximacion.

La aplicacién mds obvia de los rayos es el computo de los tiempos de viaje. Para en-
contrar cuando una onda plana generada en una posicién va a llegar a otra, se usa el
tiempo de viaje, que es la longitud del rayo divido por la velocidad. Tal que, si las on-
das viajan por trayectorias complicadas, su tiempo de viaje es la suma de los tiempos
de viaje de cada porcidn de la trayectoria de rayo. Los tiempos de viaje de un rayo que
ha viajado a través de diferentes medios, algunas veces como una onda P y otras como
una onda S, es encontrado usando de manera apropiada la longitud de la trayectoria y
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la velocidad para cada segmento.
El concepto que sustenta este enfoque es el principio de Fermat, un famoso resultado

Source

Figura 31: Dos trayectorias de rayo (lineas sélidas), una para el rayo directo y otra para
la reflexiéon que obedece la ley de Snell, conectando dos puntos en un semi-espacio
homogéneo. El tiempo de viaje para estas trayectorias es menor que el de trayectorias
adyacentes (lineas punteadas), en acuerdo con el principio de Fermat. Imagen tomada
de Stein y Wysession (2003).

de optica originado del estudio de la luz. El principio de Fermat enuncia que las tra-
yectorias de rayo entre dos puntos son aquellas para las cuales el tiempo de viaje es un
minimo, con respecto a las posibles trayectorias. El caso mds sencillo son dos puntos
en un semi-espacio homogéneo; el tiempo requerido para recorrer la linea recta que
los conecta es mejor que las trayectorias adyacentes (Fig. 31). Una segunda trayectoria
de rayo para la cual el tiempo es minimo comparado con el de trayectorias adyacentes
es el rayo reflejado que satisface la ley de Snell. La trayectoria de rayo directa corres-
ponde a un minimo absoluto del tiempo de viaje, mientras que el del rayo reflejado
corresponde a un minimo local.

La ley de Snell puede derivarse del principio de Fermat. Considere las posibles tra-
yectorias de rayo (Fig. 32) entre los puntos (0, a) en el medio 1, con velocidad v1, y
(b, —c) en el medio 2, con velocidad vs. Las trayectorias de rayo pueden ser parame-
trizadas por el punto (x,0) donde cruzan la interfaz. El tiempo de viaje es una funcién

dex 2 2\1/2 2, 2\1/2
T(a) = )7 (boa) )P (2.47)

U1 V2

Para encontrar la trayectoria para la cual el tiempo de viaje es un minimo, se deriva con
respecto a x y se igual a cero,

dl'(z) x (b—x)
de wvi(a?+22)Y2 w((b— )2 + c2)1/2
_ sini1 _ SiHiQ _ 0’ (248)
V1 V2
que conduce a la ley de Snell,
’Ul/ sini1 = 1)2/ sin iQ. (249)
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Medium 1

Medium 2

(b, -0

Figura 32: Derivacion de la ley de Snell en el caso de refracciéon usando el principio
de Fermat. La trayectoria de rayo entre dos puntos en lados opuestas de una interfaz
estd dada por aquella que tiene el tiempo de viaje minimo. Imagen tomada de Stein y
Wysession (2003).

Para la mayoria de las aplicaciones sismolégicas las trayectorias de rayo y los tiempos
de viaje que se derivan usando la ley de Snell conducen a resultados razonables de
acuerdo a las observaciones, porque la mayor parte de la energia sismica se propaga
como si siguiera trayectorias de rayo. Sin embargo, la teorfa geométrica de rayo es solo
una aproximacioén a la solucién de la ecuacion eldstica de movimiento que describe la
generacion y propagacion de energia sismica. Como resultado, la teoria de rayo tiene
dos grandes limitaciones. Primero, no proporciona informacién acerca de las amplitu-
des de onda. Por lo tanto, a pesar de que la ley de Snell permite el cdlculo de los dngulos
de ondas reflejadas y transmitidas, se requiere de la teoria de onda para encontrar sus
amplitudes. En algunos casos, esta limitacién puede eludirse al trazar los rayos de la
fuente y usar la densidad de rayos para inferir sus amplitudes. Segundo, en otras apli-
caciones, los rayos geométricos fallan al describir el comportamiento de la onda. Por
ejemplo, ondas difractas o dobladas cerca del nicleo de la Tierra por heterogeneidades
en el manto, alcanzan lugares que no pueden ser predichos utilizando la ley de Snell.

2.10. Coeficientes de reflexion y transmision de ondas planas

La propagacion de ondas sismicas en la Tierra encuentran varios tipos de interfa-
ces (Fig. 33) en las cuales las propiedades fisicas cambian en distancias muy cortas.
Por ejemplo, la superficie de la Tierra es una superficie libre, y el fondo del mar es
una interfaz liquido-sélido. Variaciones en la velocidad y densidad causan interfaces
s6lido-sélido como la discontinuidad de Mohorovici¢, o Moho, que separa la corte-
za del manto. Los mantos superior e inferior estdn divididos por regiones de rapido
cambio de velocidad que pueden ser descritos para muchos propésitos como interfa-
ces solido-sdlido. La frontera del nicleo-manto es una interfaz entre el manto sélido
y el nicleo exterior liquido, y la base del niicleo exterior es una interfaz con el nicleo
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Figura 33: Diferentes tipos de frontera en el interior de la Tierra. Imagen tomada de
Stein y Wysession (2003).

interior sélido. Casi todo el conocimiento de estas interfaces proviene de observar sus
efectos en la propagacién de ondas sismicas.

En la seccién anterior, se derivé la ley de Snell, que relaciona el doblado de las ondas
en una interfaz por el contraste de velocidades a través de esta. Ahora se discutird las
amplitudes de las ondas reflejadas y transmitidas. Primero se considerardn dos casos
sencillos, las ondas SH en una interfaz sélido-sélido y las ondas P — SV en una
frontera libre, y después se describe como esta misma metodologia es aplicada para
ondas P — SV en una interfaz entre sdlidos. Resulta que a pesar de que los dngulos
de reflexién y transmision, y por lo tanto las trayectorias de rayo y los tiempos de via-
je, dependen s6lamente de las velocidades, las amplitudes dependen de las constantes
eldsticas de una manera mds complicada. Como resultado, las amplitudes de las ondas
proveen mayor informacién que los tiempos de viaje, la cual es muy apreciada en el
estudio del interior de la Tierra.

El andlisis de la energia permite tener un mayor entendimiento del comportamiento
observado por las ondas reflejadas y transmitidas. Por lo tanto, en la siguiente subsec-
cién se introducird la energia de una onda plana, conceptos que posteriormente serdn
utilizados para la evaluacién de la particién de energia por la presencia de interfaces.
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2.10.1. Energia en una onda plana

Las ondas sismicas transportan energia tanto cinética'* como potencial. Para encon-
trar esta energia, considere ondas armdnicas planas S y P que viajan en la direccién
de z. Una onda S H con desplazamiento en la direccién y es

uy(z,t) = Bcos(wt — kz), (2.50)

donde estd expresion estd directamente en términos del desplazamiento, en lugar del
potencial.

La energia cinética en un volumen V' es la integral de la suma de la energfa cinética
asociada con cada componente del desplazamiento

KE—l/ 9u; de 2.51)
—2/),° ot ’ '

porque la masa es m = pdV. Por lo que para una onda plana (ec. 2.50), la energia
cinética por unidad de frente de onda promediada a lo largo de la longitud de onda A es

1 A 1
KB = o5 B2w? /0 sin?(wt — k2)dz = ﬁpB?w?% = B%w?p/4. (2.52)
La energia de deformacién o potencial'® es
1
W = —/ aijeijdV. (253)
2 Jv

Como los tnicos componentes diferentes de cero de las deformaciones son

10
€39 = €93 = 5% = Bksin(wt — kz)/2, (2.54)

entonces los Unicos componentes del tensor de esfuerzos diferentes de cero son
032 = 093 = uBksin(wt — kz), (2.55)

y la energia de deformacidén por unidad de drea de frente de onda promediada por la
longitud de onda en la direccién de propagacion es

1 A
W= / uB%k?sin®(wt — kz)dz = pB%k? /4 = B%w?p/4, (2.56)
0

14La energia cinética de un cuerpo es aquella energia que posee debido a su movimiento. Se define como
el trabajo necesario para acelerar un cuerpo de una masa determinada desde el reposo hasta la velocidad
indicada. Una vez conseguida esta energia durante la aceleracion, el cuerpo mantiene su energia cinética
salvo que cambie su velocidad. Para que el cuerpo regrese a su estado de reposo se requiere un trabajo
negativo de la misma magnitud que su energia cinética.

15La energia potencial es 1a energia que mide la capacidad que tiene dicho sistema para realizar un trabajo
en funcién exclusivamente de su posicién o configuracién. Puede pensarse como la energia almacenada en
el sistema, o como una medida del trabajo que un sistema puede entregar.
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donde la tltima expresién utiliza el hecho de que . = 3%p y Sk = w. Por lo tanto, la
energia de deformacién y la energia cinética promediadas con respecto a la longitud de
onda son iguales. Por lo tanto, la energia total promediada sobre una longitud de onda
es

E=KE+W = B%?%)/2, (2.57)

y el flujo de energia promediado en la direccién de propagacién se encuentra al multi-
plicarlo por la velocidad .
E = B*?pp/2. (2.58)

La energfa total y el flujo son proporcionales al cuadrado de la amplitud y la frecuencia,
tal que para ondas de la misma amplitud, las ondas de mds altas frecuencias transportan
mds energia.
De forma similar, una onda P plana que se propaga en la direccioén z, puede describirse
por el potencial escalar

d(z,t) = Aexp(i(wt £ kz)) (2.59)

tiene un desplazamiento que es el gradiente del potencial
u(z,t) = Vé(z,t) = (0,0, —ik) Aexp(i(wt — kz)), (2.60)

con parte real
uy(z,t) = Ak sin(wt — kz). (2.61)

Usando la ec. (2.51), la energfa cinética por unidad de frente de onda promediada sobre
una longitud de onda es

1 A
KE =5 pA% K w? / cos?(wt — k2)dz = A*wW?k?p/4. (2.62)
0

Para encontrar la energia de deformacion (ec. (2.53)), note que el Ginico componente de
los esfuerzos diferente de cero es

0o = (A4 2p)e.. = pae.., (2.63)

donde la dltima forma elimina la constante de Lamé ), lo que permite reservar el simbo-
lo X para la longitud de onda. Por lo que la energia de deformacion por unidad de frente
de onda promediada a lo largo de la longitud de onda es

1~
W = o7\ / pa? A%k cos? (wt — kz)dz = A%W?k?p/4, (2.64)
0

que iguala a la energia cinética. Tal que la energia total promediada a lo largo de la
longitud de onda es
E=KE+W = A%W%k?p/2, (2.65)

y el flujo de energia promediado en la direccidon de propagacion se encuentra al multi-
plicarlo por la velocidad de la onda P

E = A%0%k? pa)2. (2.66)
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Estas expresiones difieren de aquellas de la energia de la onda S H por un factor de &2,
porque A es la amplitud del potencial, mientras que en las ecs. (2.57) y (2.58) B es la
amplitud del deslizamiento. Si se usara la amplitud del potencial para la onda de corte,
el factor k? serfa necesario.

El flujo de energia ofrece un mayor intuicién en como las ondas se comportan cuan-
do cambian de medio. Por ejemplo, cuando las ondas de agua viajan a aguas poco
profundas, sus velocidades disminuyen, por lo que sus amplitudes se incrementan para
conservar la energfa. Eventualmente las amplitudes exceden un nivel critico y las ondas
rompen, i.e. se forman las olas. De manera similar, cuando las ondas sismicas pasan de
roca a tierra suave con menor velocidad y densidad, sus amplitudes crecen.

"\Bw B P iy
A~~ . " v BZ
N i A o
~“~/— ¢"
Medium 1 Se. —_> X
e >
Medium 2 /\..
j
2 A Bl
\/
Z B, P2 o

Figura 34: Geometria de una onda S H en un medio 1 que incide en una interfaz sélido-
sélido con el medio 2. By, By y B’ son las amplitudes de las ondas S H incidente,
reflejada y transmitida. El desplazamiento es en la direccién y. Imagen tomada de Stein
y Wysession (2003).

2.11. Coeficientes de reflexion y transmision de ondas S H

Primero considere las amplitudes de ondas S H reflejadas y transmitidas en una
interfaz horizontal. La Fig. 34 ilustra la geometria de una onda SH que se propaga
en el plano x — z que incide en una frontera en el plano x — y que separa a medios
con velocidades de corte, rigideces y densidades ;, u; y p;. Para ondas SH, el inico
componente diferente de cero del desplazamiento u,, satisface la ecuacién de onda
(2.20), describe los desplazamientos como ondas arménicas planas en ambos lados de
la frontera. Como z es definida positiva hacia abajo, los exponenciales con —k,7g, 2
representan ondas que bajan en el medio 7, y aquellos con +k,7g, 2 representan ondas
que suben. En el medio 1 (z < 0) existe una onda incidente que baja con amplitud B
y una onda reflejada que sube con ampltiud Bs,

uy (z,2,t) = Brexp(i(wt—kyz—kyrp, 2))+ Ba exp(i(wt — ke 2 +kyrp, 2)). (2.67)
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En el medio 2 (z > 0) existe solamente una onda transmitida con amplitud B’,
uy (2, 2,t) = B exp(i(wt — ko — ko7p, 2)). (2.68)

Para encontrar las amplitudes, se usan las condiciones de interfaz sélido-sélido (Tabla
2.1) que pide que tanto los desplazamientos como las tracciones sean continuos en la
frontera z = 0 para todo = y ¢. La continuidad del desplazamiento requiere que

u, (z,0,t) = u;r(:zr, 0,t)
(By + Bs)exp(i(wt — kyz)) = B'exp(i(wt — kyx)). (2.69)

Cuando se derivé la ley de Snell, se encontré que (wt — k,x) es el mismo para las tres
ondas, de modo que se pueden cancelar los exponenciales y obtener una condicién en
las amplitudes,

By + By =B'. (2.70)

La otra condicién proviene de la condicion de que el vector de traccidn sea continuo
T; = oi;n;. Como el vector normal unitario para la interfaz es (0,0, 1), los componen-
tes del tensor de esfuerzos o, 0y., 0., son continuos. Para ondas SH u, y u, son
cero, por lo que 0, = 0., = 0, y 0y, es continuo. Se utiliza la ley de Hooke

ou Ou, ou
Oyz = 2pi€y. = [ <8—Zy + By ) =H <(9—Zy> . (2.71)

En la interfaz, z = 0, los esfuerzos satisfacen

0,:(2,0,8) = 0. (x,0,8), (2.72)
prikyrs, (Ba — By) exp(i(wt — kyx)) =  —poikyrs, B exp(i(wt — ky)).

Cancelando los factores comunes en ambos lados se obtiene la segunda condicién

(B1 — B) = B'(pars,)/ (117p,)- (2.73)

Resolviendo las ecs. (2.70) y (2.73) de manera simultdnea se obtienen las amplitudes de
las ondas reflejada y transmitida. Primero, se elimina By y se encuentra el coeficiente
de transmision,
B 2prs,

Bi pars, + parg,’
la razén de la amplitud de la onda transmitida en el medio 2 con respecto a la onda
incidente del medio 1. De manera similar, eliminando B’ de las ecs. (2.70) y (2.73) se
obtiene el coeficiente de reflexion

(2.74)

B —
Ry = =2 = B0, — 1276, (2.75)

By B Hirg, + /LQTﬁz’

la razén de las amplitudes de las ondas reflejada y transmitida en el medio 1.
Los coeficientes de reflexion y transmision dependen del dngulo de incidencia porque

g, = Cx Cosji/ﬂi (2.76)
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Por lo tanto, usando la ec. (2.76) y la definicion de la velocidad de onda S, p; = p; ﬁf,
los coeficientes de transmisién y reflexion pueden escribirse como

2p1B1 cos ji
p1/51 €os j1 + p2 32 cos jo
Ry, = P11 Cos j1 = P22 Cos ja. @277
P11 €os j1 + p2 B2 oS jo

T, =

Por lo que los coeficientes de reflexién y transmisiéon dependen de las impedancias
acusticas p;3;. Si los medios estan intercambiados, el coeficiente de reflexién cambia
su polaridad, R12 = —Ra1, y los coeficientes de transmisién satisfacen 1% + 151 = 2.
Debido a la condicién de continuidad del desplazamiento (ec. (2.69)), 1 + Rjs =
T15. Grandes contrastes de impedancia favorecen la reflexién, mientras que pequefios
contrastes favorecen la transmision. En el limite en que los medios son idénticos no
hay reflexién (R12 = 0), y todo es transmitido (772 = 1).

Un efecto interesante ocurre para una onda S H incidente en la superficie libre de la
Tierra. Como 32 = 0, el coeficiente de reflexion es igual a 1 sin importar el dngulo
de incidencia, tal que el desplazamiento es doble para la onda que sube. Esto también
ocurre en las interfaces sélido-liquido, como el fondo marino o la frontera nicleo-
manto, que actian como superficies libres para ondas S H porque las ondas SH no se
propagan en el liquido.

Los coeficientes de transmisién y reflexion tienen una forma simple para el caso de
incidencia vertical (j; = jo = 0)

_ 2pB _ p1B1— p2f
Tig = ————, Ry = ———~.
p1B1 + p2f2 p1B1 + p2f2

Estas formas de incidencia vertical son faciles de recordar y son aproximaciones utiles
para casos de incidencia que no son verticales.

El hecho de que los coeficientes de transmision y reflexion dependen del contraste tanto
de la densidad como de la velocidad, mientras que los dngulos de las ondas dependen
unicamente de su velocidad, hacen a las amplitudes valiosas para estudiar las propieda-
des eldsticas a partir de observaciones sismoldgicas. A pesar de que cada medio tiene
tres cantidades de interés, (3;, i; y p;, solamente dos son independientes, porque las
velocidades dependen de las rigideces y densidades. Por ejemplo, si se observa la ve-
locidad y la rigidez como independientes, los dngulos de reflexién y transmisién dan
informacién acerca de la velocidad, y las amplitudes proveen informacién adicional
sobre la rigidez.

(2.78)

2.12. Flujo de energia de ondas S H reflejadas y transmitidas

En algunos casos los coeficientes de transmision exceden 1. Por ejemplo, cuando
unaonda S H incide en un medio de mayor velocidad con una incidencia critica, la onda
transmitida se vuelve horizontal (jo = 90deg) y la ec. (2.77) arroja un coeficiente de
transmision igual a 2. Este curioso efecto puede ser explicado al examinar como la
energia de la onda incidente se divide entre las ondas reflejadas y transmitidas.

Se observé en la Seccién 2.10.1 que el flujo de energia por unidad de frente de onda
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Figura 35: Las longitudes de los frente de onda incidente, reflejada y transmitida con-
tribuyen al flujo de energia a través de un elemento dx de una interfaz que dependen del
coseno del dngulo de incidencia de cada onda. Imagen tomada de Stein y Wysession
(2003).

en la direccién de propagacién asociada con una onda arménica plana SH u(z,t) =
A cos(wt — kx) es el producto de la densidad de energia y la velocidad

E = A%%pgB)2. (2.79)

Como la energia no se acumula en la interfaz, el flujo de energfa en la longitud del
frente de onda que incide en un elemento dx de la interfaz iguala la energia de las
ondas reflejadas y transmitidas removiendo la energia de la interfaz. La longitud de
los frente de onda que contribuyen al flujo dependen de los angulos de incidencia. La
Fig. 35 muestra que la longitudes relevantes son cos j;dx para las ondas incidente y
reflejadas, y cos jodx para la onda transmitida. Por lo tanto, para una onda incidente de
amplitud unitaria, los flujos de energia para las ondas incidente, reflejada y transmitida
son

Er = w?p1ficosjide/2
Er = RLw’pif cosjidr/2
Er = T2w? paBe cos joda /2. (2.80)

Estas satisfacen la conservacion de energia

Er=Eg + Er. (2.81)
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Las razones de los flujos de energfa transmitida y reflejada con respecto a la energia

incidente son . .
E E cos j
Er _ pa,y Br _ o pabacosiy (2.82)
E; E; P11 cos ji

Como las razones de energia son proporcionales al cuadrado de las amplitudes, pe-

quefias amplitudes representan energias muy pequefias. Por ejemplo, una onda reflejada

con Rq2 = 0.1 tiene una razén de energia de Er/E; = 0.01. Para observar la depen-

SH waves
2 =
Transmission By =3.9 km/s
------------ coefficient B, =4.6 km/s
-] M energy ratio p, = 2.8 glcm®
p, = 3.3 g/cm?®
1 -_-————————-———————————-——-—-———-——::_:—L———\
05| Reflection
coefficient
energy ratio
O =
05 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

Angle of incidence (°)

Figura 36: Para una onda S H incidente en una interfaz sélido-sélido, los coeficientes
de reflexién y transmision y las razones de flujo de energia reflejada y transmitida con
respecto una onda incidente son funcién del dngulo de incidencia de la onda incidente.
El dngulo critico para estos valores es 58 deg. Imagen tomada de Stein y Wysession
(2003).

dencia del dngulo, considere una interfaz entre medios con 81 = 3.9 km/s, p; = 2.8
g/lem3,y B = 4.5 km/s, p2 = 3.3 g/lcm?, que aproxima a la discontinuidad continental
del Moho. La Fig. 36 muestra los coeficientes de reflexién y transmision y las razones
del flujo de energia para dngulos de incidencia entre la vertical y el critico (58 deg).
Las razones de flujo de energia suman uno, de modo que conforme la energia reflejada
aumenta, la energia transmitida disminuye. A una incidencia vertical y para la mayoria
de los dngulos menores al critico, la mayor parte de la energia es transmitida. En este
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rango, los coeficientes de reflexién y transmisién de incidencia vertical y las razones
de flujo de energia son buenas aproximaciones para incidencia no vertical. El compor-
tamiento cercano al dngulo critico ilustra el valor de considerar las energias tanto como
los coeficientes de reflexién y transmisién. Cuando el 4ngulo de incidencia se aproxima
al valor critico, el coeficiente de transmision se dirige a 2, pero el factor del frente de
onda cos jo tiende a cero, tal que la energia en la onda transmitida se desvanece y toda
la energia es reflejada.

2.13. Ondas S H postcriticas

Las ondas transmitidas y reflejadas se comportan diferente para dngulos de inci-
dencia mayor que el dngulo critico. La ley de Snell,

ce = P1/sinj1 = B2/ sin jo, (2.83)

muestra que para angulos de incidencia menores que el dngulo critico, la velocidad apa-
rente excede la velocidad del segundo medio, 52. A una incidencia critica, sin jo = 1,
de modo que la velocidad aparente iguala a 2. Para angulos de incidencia mayores que
el dngulo critico, sin j; > sin j., de modo que la velocidad aparente ¢, = (1/sin j;
es menor que 1/ sin j. = Sa.

Para observar el efecto en la onda transmitida con una velocidad aparente menor que
la del medio 2, recuerde que la onda transmitida (ec. (2.68)) estd descrita por

uf (2, 2,t) = B exp(i(wt — kyx — ky7p, 2)). (2.84)
Si ¢, < (2, la constante de proporcionalidad

ra, = (c2/B3 — 1)'/2, (2.85)

se vuelve un nimero imaginario. Como resultado, k,73,, €l componente z del nimero
de onda se vuelve imaginario, de modo que la ec. (2.84) ya no describe a una onda
plana que se propaga en la direccién z+. La raiz cuadrada que describe el nimero
imaginario tiene dos posibles signos. Se elige el signo negativo y se define

re, = —irh,  7h = (1= /85", (2.86)
tal que el término z del desplazamiento,
exp(—ikyrp,2) = exp(—k.75,2), (2.87)

decae exponencialmente conforme uno se aleja de la interfaz en el medio 2. Por lo
que, en lugar de tener una onda que se propaga, la onda transmitida se vuelve una onda
evanescente o inhomogénea “atrapada” cerca de la interfaz. Eligiendo el signo negativo
en la ec. (2.86), el coeficiente de reflexion puede escribirse como

parg, + ip2rg,

Ryip = —
pars, — iparh,

(2.88)
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Este es un niimero complejo dividido por su conjugado, tal que la magnitud del coefi-
ciente de reflexion es 1, pero existe un desplazamiento de la fase de 2¢

_q KT,
H1Tp,

El cambio de fase dependen del dngulo de incidencia. A una incidencia critica, ¢, = fa,
de modo que r;, = 0y e = Odeg. Conforme el dngulo de incidencia se incrementa
por arriba del critico, £ se incrementa hasta tener la incidencia j; = 90 deg, donde
¢z = B1, 73, = 0,y € = 90deg. Un cambio de fase de 90 deg convierte a una onda
seno en una onda coseno, y viceversa, mientras que un cambio de fase de 180 deg es una
multiplicacién por —1. Si la onda incidente estd compuesta de diferentes frecuencias,
el cambio de fase afecta a cada frecuencia, de modo que la onda reflejada puede ser
calculada usando la transformada de Fourier. La Fig. (37) ilustra como la onda reflejada
podria aparecer debido a diferentes cambios de fase.

Ris = exp'®®, € = tan (2.89)

4 min
f f f f f
0° /ﬁ/\/\/\&
30° "——’\\/\/I\N\
60° ‘___\\/bw\‘
90° VﬂA/\./\/

Figura 37: El efecto del cambio de fase en forma de onda sismica mostrada en la traza
superior. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

2.14. Ondas P — SV en la superficie libre

Determinar las amplitudes de las ondas reflejadas y transmitidas es mds complicada
para el sistema P — SV porque las ondas se convierten de un tipo a otro. Para ilustrar
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esto considere el caso simple de una onda arménica P que incide en una superficie
libre y genera dos ondas reflejadas una P y otra SV (Fig. 38). Para determinar sus
amplitudes, se usan los potenciales para ambos tipos de onda, en contraste con el caso
SH, donde se usaron los desplazamientos directamente, y se encontrardn soluciones
que satisfagan las condiciones de frontera de superficie libre.

Existen dos términos de potenciales escalares, uno para la onda P incidente que sube

Halfspace

Ay

A

Figura 38: Geometria de una onda P en un semi-espacio que incide en la superficie
libre. Ay, As y Bo son las amplitudes de las ondas P incidente, P reflejada y SV
reflejada respectivamente. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

y otro para la onda P reflejada que baja

or(x,z,t) + dr(z, 2,t) = Apexp(i(wt — ke + kzraz))
+Azexp(i(wt — kyx — kzraz)).  (2.90)

La onda SV reflejada que baja con amplitud B es descrita por un potencial vectorial
con componente y

Up(z, 2,t) = By exp(i(wt — kzx — koTg2)). (2.91)

Usando la ec. (2.91), los dos componentes del desplazamiento diferentes de cero estdn
dado por una combinacidn de los potenciales Py SV

0 ov 0 ov

_ _ 9o, ov

Y= 8¢ Bz’ Y= 5; " oz (2.92)

En la superficie libre, el vector de traccién, y por lo tanto los componentes del tensor
de esfuerzos 0, 0y, 0. deben ser cero para todo x y ¢. o, €s cero automaticamente
para ondas P — SV en esta geometria. Usando la ec. (2.92), se expresan los otros dos
componentes del tensor en términos de los potenciales

_ 9 B Ouy n Ou,\ 9 0% L A B R
Toz = SHEzz =4 0z or ) . 0xdz  Ox2 022
0% 0% 0%y  0°0
Oy = )\9+2ﬂezz—)\<@+ﬁ> +2u (W—F 81782) . (293)
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Después se sustituyen los potenciales de las ecs. (2.90) y (2.91) en la ec. (2.93) y se
evalianen z =0

0z2(x,0,t) = 0
= p[2ro(4; — A) + (7‘[25 — 1) Ba)k? exp(i(wt — k)
0.:(x,0,t) = 0
—[AT+72) (AL + Ag) + 2u(r2 (A1 + Az)
+1r5B2)]k2 exp(i(wt — ky)). (2.94)

Reagrupando términos se demuestra que la razén de las amplitudes de la ondas Py
SV reflejadas con respecto a la onda P incidente puede encontrarse resolviendo las
ecuaciones

AQ 2 BQ o
27’QA—1 + (1 — Tﬂ)A—l — 27’047 (295)
A
(A +2u) (1 +72) —20) =2
Ay
B
t2prs—t = 2p—(A+2m)(140D).  (296)
1

Como (1 +72) = (c2/a?) = ¢2p/(A\ + 2u), la Gltima ecuacién puede simplificarse a

4

2 J—
(czp —2p) m

B
+ QWBA_j =24 — 2p. (2.97)

Resolviendo las ecs. (2.95) y (2.96) usando (1 +73) = (c2/8%) = c;p/pu se obtienen
las razones de amplitudes

Ay Arars — (rg —1)°

BV R TR T e
B dro (1 =13
Rsy = A_j - drorp j_ (r% /3_)1)2. (2.98)
Estas ecs. pueden escribirse en muchas formas, incluyendo
Ar 4ApPnams + (77?; —p2)2’
Rsy = o Ap1a (0" — 1) (2.99)

Av ApPnang + (nf — p?)?

Esta dltima forma tiene la ventaja de que para una incidencia vertical la lentitud vertical
es o = 1/ay ng = 1//, mientras que r,, y rg son infinitos.

Estas razones de amplitudes son los coeficientes de reflexién para los potenciales P
y SV. En general, se tienen tanto ondas P como SV reflejadas. Para una incidencia
vertical el pardmetro de rayo p es cero, y la ec. (2.99) muestra dos interesantes carac-
teristicas. Primero, no hay onda P incidente que se convierta en energia SV reflejada
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(B2 = 0). Segundo, la onda P reflejada es invertida porque Az /A; = —1. Estos efec-
tos también ocurren a una incidencia con © = 90 deg porque 71, = 0.

Las razones de los desplazamientos para la onda P incidente y las ondas P y SV
reflejadas pueden encontrarse a partir de los potenciales usando la ec. (2.92)

Pincidente  (ug,u,)pr = (—iky, ikyro )1
Preflejada  (u, )pR = (—iky, —ikyT0)0R (2.100)
SV reflejada (uz,uz)gR = (tkyrp, —iky)UR.

Como los desplazamientos son nimero reales, estos pueden ser encontrados al tomar
la parte real de las expresiones complejas.

Usando estas expresiones, la amplitud de cualquier componente del desplazamiento
puede ser encontrado del potencial de reflexion y los coeficientes de transmisién. De
modo que las razones de los desplazamientos pueden diferir de signo o por un factor
de escala de los coeficientes de los potenciales de reflexién y transmisién. Para no-
tar esto, considere las razones de las magnitudes de los desplazamientos. Como los
componentes de los vectores de onda para ondas Py SV satisfacen

ko = [B2 4 (koro)?]Y? =w/a, kg =[k2 + (kr5)2]Y2 =w/B,  (2.101)
la razén de las magnitudes de los desplazamientos de las ondas P reflejada e incidente

es
lulpr _ kaldr| _ |As|
lulpr — kalorl AL
y la raz6n de las magnitudes de los desplazamientos de las ondas SV reflejada y de la
onda P incidente es

(2.102)

lulsr _ ks|Vr| _ a|B|
lulpr — kalérl  BlA1
Se puede ganar mayor intuicién al considerar como la energia de la onda incidente se

particiona entre las dos ondas reflejadas. De la ec. (2.66), una onda arménica plana P
tiene un flujo de energfa en la direccidn de propagacién

(2.103)

E = A%%k2 pa/2, (2.104)

y un resultado similar aplica para una onda SV'. Las longitudes de los frentes de onda
que contribuyen al flujo en un elemento dx de la superficie libre (Fig. 39) son cos idx
para las ondas Py cos jdx para la onda SV'. Por lo tanto, los flujos de energia de las
ondas P incidente y reflejada y de la onda SV reflejada son:

Ep; = A2 2kzpacoszdgc/2
Epr = A2W0% K2 paccosidx /2 (2.105)
Esp = ngQkﬁpﬁcosgd:r/Z

tal que las razones de los flujos de energia reflejados con respecto al flujo de energia
incidente son

2 - 2 . 2
EPR <A2> ESR _ <&> acosj _ (@) s (2.106)
Ep] Ay Epy Ay Bcosi Ay Mo
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Figura 39: Las longitudes de los frentes de onda incidentes y reflejados que contribuyen
al flujo de energia en un elemento dz de la superficie libre dependen del coseno de los
angulos de incidencia de cada onda. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

T T T === T,
g \ Reflected P
Rt 1 coefficient
. H energy ratio
0.5F )
Xl | Reflected SV
Nl — coefficient
S NC N J - energy ratio
0F" 1
-0.5F .
o =6.8km/s
B=4.0km/s
-1 1 L 1 1
0 20 40 60 80

Angle of incidence (°)

Figura 40: Coeficientes de reflexion y razones de flujo de energia de una onda P inci-
dente en una superficie libre. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

Como la energia no se acumula en la superficie libre, la suma de las razénes debe
sumar 1.
La Fig. 40 muestra un ejemplo de los coeficientes de reflexién y de las razones de flujo
de energia como funcién del dngulo de incidencia de una onda P incidente. A pesar de

no haber onda SV reflejada en los limites, incidencia vertical y horizontal, existe un
amplio rango de dngulos sobre el cual la mayor parte de la energia se refleja como SV'.
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Hay dos dngulos en los cuales la onda P incidente se convierte totalmente en una onda
SV.

2.15. Interfaces solido-soélido y sélido-liquido

La aproximacién usada para ondas P — SV en la superficie libre puede ser extendi-
da para una interfaz sélido-sélido. Considere la geometria usual (Fig. 41) en donde las
ondas P — SV se propagan en el plano z — z e interactiian con una interfaz horizontal
en z = 0. Una onda incidente genera dos ondas reflejadas y dos ondas transmitidas. Las
cuatro razones de las amplitudes de las ondas Py SV reflejadasy Py SV transmitidas
con respecto a la onda incidente son encontradas a partir de las condiciones de frontera.
Existen cuatro ecuaciones porque los componentes x y z de los desplazamientos y las
tracciones son continuos en la interfaz. Las respectivas soluciones son complicadas y
no se verdn aqui. En su lugar, se considerard algunos principios generales y ejemplos.
Ls soluciones son simples para una incidencia vertical. Para una P incidente vertical,

oy, B py

(S ST oy B2 p2

Figura 41: Geometria de una onda P incidente en una interfaz sélido-sélido. A, Asa,
By, A’y B’ son las amplitudes de las ondas P incidente, Py SV reflejadasy Py SV
transmitidas. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

no se generan ondas S'V. El desplazamiento es tinicamente en la direccion z, y la razén
del desplazamiento de la onda P transmitida con respecto a la onda incidente es

= 2

(e _ 2P0 (2.107)
(uz)1 p1oa + p20ra

La razén correspondiente a la onda P reflejada es
(uz)r — Ry = piay — pzaz_ (2.108)
(uz)1 pra1 + pao

Estas razones, los coeficientes de transmisién y reflexioén verticales de los desplaza-
mientos, satisfacen 1 + Rj5 = T2 por la continuidad de los desplazamientos. Como
en el caso SH (Seccion 2.11), los coeficientes de transmision y reflexién verticales
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dependen tnicamente de las impedancias actsticas. Para el caso SV incidente, no se
generan ondas P y las razones del componente u, del desplazamiento tiene la misma
forma pero en términos de la velocidad de corte (.

La Fig. 42 ilustra un efecto intrigante que ocurre para una onda P incidente vertical en

Incident Reflected

A

«---=-=-===

T,=1+Ry=u4,
+z

¢--=======

v

Transmitted

Figura 42: Direcciones de propagacion (linea s6lida) y amplitudes de los deslizamien-
tos (lineas discontinuas) para ondas P incidentes, reflejadas y transmitidas en una in-
terfaz sélido-sé6lido. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

una interfaz donde p1ai; > paaia, tal que R19 es positivo. Si la incidencia P es un pulso
en la direccién z+ de propagacién con amplitud unitaria, entonces la onda P reflejada
es un pulso con amplitud R;s en la direccién z+. Por lo tanto el movimiento en la onda
incidente es en esa direccion de propagacion (+z), mientras que el movimiento en la
onda reflejada es opuesto a la direccién de propagacion (—z). El movimiento en la on-
da P es llamado compresional si este es en la direccién de propagacion y dilatacional
si este es opuesto a la direccion de propagacion. Tal que una onda P con un movi-
miento compresional conduce a una reflexién con movimiento dilatacional. Algunas
veces la amplitud positiva del movimiento para una onda P se define en la direccién
de propagacion, tal que el coeficiente de reflexion es definido con el signo opuesto de
la ec. (2.108).

Las amplitudes de las ondas reflejadas y transmitidas varian con el dngulo de inciden-
cia y la energfa se particiona entre las cuatro ondas. La Fig. 43 muestra un ejemplo
con velocidades y densidades que aproximan la discontinuidad continental del Moho.
Trayectorias de rayo y razones de flujos de energia para ondas P y SV incidentes son
graficadas. Las cuatro razones se encuentran entre 0 y 1 y suman 1 porque la energia
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Figura 43: Interacciones en una interfaz s6lido-sélido entre medios con a; = 6.8 km/s,
B = 3.9km/s, p; = 2.8 g/em® y ap = 8.0 km/s, By = 4.6 km/s, p; = 3.3 glem?.
Estos valores corresponden aproximadamente a la corteza continental y al manto en la
discontinuidad del Moho. Trayectorias de rayo y razones de flujos de energia reflejada
y transmitida con respecto a la onda incidente se muestran como funcién del dngulo
de incidencia para ondas P y SV incidentes. Imagen tomada de Stein y Wysession
(2003).

se conserva.
Para una onda P incidente vertical desde arriba, la impedancia p;a; = 19.0, pacs =
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26.4, conduce a los coeficientes de reflexién y transmisién Rjo = —0.16, T1o = 0.84
y razones de flujo de energia de

E E
SRR =003, oL =732
E; E; P10

=0.97. (2.109)

Estas razones son una buena aproximacién para dngulos de incidencia menores que el
angulo critico sin ! (a1/a2) = 58 deg porque la mayor parte de la energia es transmi-
tida como P. Sin embargo, conforme el dngulo de incidencia se acerca al valor critico,
la energia de la onda P transmitida tiende a cero, y la mayor parte de la energia se
refleja como P. Para la mayoria de los dngulos de incidencia postcriticos, arriba del
10 % de la energia se convierte en SV, de la cual aproximadamente la mitad se refleja
y la otra mitad se transmite. En el limite de incidencia horizontal, toda la energia es en
la onda P reflejada.
Para una onda P incidente desde abajo, la situacién es similar excepto de que no existe
un angulo critico. Para la incidencia vertical, los coeficientes de reflexion y transmi-
sién son Ry = 0.16, T5; = 1.16, y las razones de flujo de energia son los mismos que
antes, porque

Er _p2 —g03, Er_qpoo

E; Er P20

=0.97. (2.110)

Para dngulos de incidencia grandes, > 70 deg, la energia se ve incrementada en la onda
P reflejada.

El comportamiento de una onda S incidente desde arriba es andlogo al de una on-
da P incidente desde arriba. Para este ejemplo, las impedancias de la onda S son
p1P81 = 10.9, p2Bs = 15.2, y los coeficientes de reflexién y transmisiéon de inci-
dencia vertical son los mismos que para ondas P. Por lo tanto, en una incidencia ver-
tical, casi toda la energia es transmitida como S, poca reflejada como S y no hay
conversidn a P. Para incidencia cercana a la vertical, < 20 deg, este patrén cambia
lentamente. Para dngulos de incidencia mayores, la situacién es mds intersante porque
existen tres dngulos criticos. Al acercarse al dngulo critico para la onda P transmitida,
sin™!(B1/az) = 29deg, la energfa P transmitida se incrementa un poco. Por arriba
de este dngulo no existe onda P transmitida, pero la onda P reflejada se comporta de
forma similar hasta que se desvanece parasin~'(3;/a;1) = 35 deg. Para dngulos de in-
cidencia mayores, s6lamente las ondas S reflejadas y transmitidas existen, y la energia
en la onda S transmitida decae a cero en su angulo critico sin™* (8, /82) = 58 deg. Por
arriba de este dngulo, la incidencia de la onda S padece de reflexién total.

Para el caso final, una onda S incidente desde abajo, es andlogo al de una onda P in-
cidente desde abajo. A una incidencia vertical casi toda la energia es trasmitida como
S, poca reflejada como S'y no hay conversiéon a P. Hay una pequefia onda P reflejada
cerca de su dngulo critico, sin ! (B2/az) = 35deg. Adn més notable, es el aumento
en amplitud de la onda P transmitida cerca de su dngulo critico por la conversién de .S
a P,sin"!(By/a1) = 42 deg. A mayores dngulos de incidencia, la onda S transmitida
disminuye mientras que la onda S reflejada incrementa.

Este ejemplo confirma la complejidad de las interacciones en una interfaz sélido-séli-
do. El comportamiento depende de las cuatro velocidades y las dos densidades. Una
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aproximacion util es que para medios con impedancias similares, la mayor parte de
la energia incidente se vuelve energia trasmitida del mismo tipo que aquel de la onda
incidente (P o S). Esto tiene sentido, porque si los materiales fueran idénticos toda
la energia seria transmitida. Para una onda incidente de un medio de baja velocidad,
se tiene aproximadamente el mismo comportamiento para dngulos de incidencia me-
nores al dngulo critico. Para dngulos de incidencia en un medio de mayor velocidad,
la mayoria de la energia es transmitida en el mismo tipo de onda hasta casi alcanza
una incidencia horizontal. Como la onda incidente no es afectada fuertemente por pe-
quefios cambios de impedancia, las ondas que se propagan a través de la tierra cambian
de direccion continuamente de acuerdo a la ley de Snell, pero cambian su amplitud
significativamente solo en interfaces donde los contrastes de impedancia son grandes.
Si este no fuera el caso, no se podrian diferenciar arribos diferentes.

El procedimiento usado para los coeficientes de reflexion y transmisién en una interfaz
s6lido-sélido puede ser extendido para el caso de una interfaz sélido-liquido. Como no
existen ondas de corte en el liquido, sélo se tienen tres razones de amplitudes. De igual
forma como la velocidad de corte y la rigidez del fluido son cero, existen tres condi-
ciones de frontera en la interfaz: continuidad del desplazamiento y traccién vertical y
traccién de corte en el sélido nula.

La Fig. 44 muestra los tres posibles casos en el fondo ocednico: ondas P que inciden
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Figura 44: Trayectorias de rayo y razones de flujo de energia para una interfaz entre el
océano, con oy = 1.5 km/s, 51 = 0.0 km/s, p; =1 g/cm3, y la corteza con aiy = 5.0
km/s, B2 = 3.0 km/s, ps = 3.0 g/cm3. Se muestran tres casos, onda P incidente desde
arriba y ondas Py SV que inciden desde abajo. Imagen tomada de Stein y Wysession
(2003).

desde arriba y ondas P y SV que inciden desde abajo. Debido a que el contraste de
impedancia en el fondo ocednico es mayor que en el ejemplo de la discontinuidad del
Moho, las amplitudes relativas de las ondas reflejadas y transmitidas son bastante di-
ferentes de aquellas mostradas en la Fig. 44. Primero, considere una onda P incidente
desde arriba. A una incidencia vertical, R1o = —0.82, T12 = 0.18, de modo que dos
tercios de la energia incidente se refleja y sélo un tercio es transmitido. Conforme el
dngulo de incidencia se incrementa, la fraccion de la energia reflejada permanece apro-
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ximadamente igual, pero la onda S transmitida crece a expensas de la onda P transmi-
tida. El primer 4ngulo critico ocurre para la P transmitida en sin ™' (a1 /o) = 17 deg.
Por arriba de este dngulo, se presenta una onda S transmitida significativa hasta el
angulo critico de la conversién de P a S en sin™'(a; /f2) = 30 deg. Para dngulos de
incidencia mayores, la onda P incidente es reflejada en su totalidad.

La comparacién de este caso con el de la onda P incidente desde arriba en el ejemplo

Figura 45: Ilustracién esquemadtica de un experimento de sismica marina, en donde una
onda P generada en el agua se convierte en ondas P y S en la corteza. La onda S que
sube en la corteza se convierte parcialmente en onda P en el fondo ocednico. A pesar
de que las ondas S no viajan a través del agua, el experimento puede determinar las
propiedades de la onda S en la corteza. No todas las ondas reflejadas y transmitidas
son mostradas. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

del Moho (Fig. 43) muestra varias diferencias. En ambos ejemplos las ondas P inci-
den en un medio de mayor velocidad. Como el contraste de impedancias en el fondo
océanico es mucho mayor, la mayor de la energia se refleja a una incidencia vertical,
y esta situacion persiste para todos los dngulos de incidencia. Por el contrario, para el
ejemplo del Moho, la mayor parte de la energia es transmitida hasta el dngulo critico.
El 4ngulo critico de la onda P transmitida ocurre antes en el fondo océanico porque
el contraste de la velocidad de las ondas P es mucho mayor. El comportamiento de la
onda S transmitida es muy diferente en los dos ejemplos: «; > (2 para el Moho de
modo que no hay dngulo critico para la onda S transmitida. Por el contrario, en el fondo
ocednico una porcidn significativa de la energia incidente es convertida y transmitida
para dngulos menores que el dngulo critico de la onda S transmitida.

Los resultados para ondas incidentes desde abajo también difieren significativamente
entre los dos ejemplos. Una onda P incidente en el fondo ocednico desde abajo es en
su mayoria reflejada, en su mayoria como onda P para dngulos menores que 20 deg,
en su mayoria como onda S para dngulos mayores que 30 deg. Menos de un tercio
de la energia es transmitida. En contraste con el ejemplo del Moho donde casi toda
la energia de la onda P incidente es transmitida hasta cuando se alcanza incidencia
horizontal. Para una onda S incidente desde abajo, toda la energia es reflejada como
una onda S vertical, porque no hay transmision de onda S en el agua. Para pequefios
angulos de incidencia, la fraccion de la onda P reflejada se incrementa hasta alcanzar
el angulo critico sin ™! (f2 /az) = 37 deg. Para la mayoria de los angulos de incidencia,
una porcién significativa de la onda S que sube se convierte en una onda P transmiti-
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da. Esta fuerte conversion no ocurre en el ejemplo del Moho. El hecho de que ondas P
incidentes desde el agua originan ondas S significativas en la corteza y de que ondas .S
incidentes desde la corteza conducen a ondas P significativas en el agua tienen impor-
tantes consecuencias para sismica marina. Fuentes sismicas en el agua pueden generar
ondas S transmitidas en la corteza, cuya propagacion puede ser estudiada usando las
ondas P reconvertidas en el fondo ocednico de las ondas S que suben. Por lo tanto la
corteza ocednica y el manto superior pueden ser estudiados tanto con ondas P como S,
usando fuentes que general solo ondas P y receptores que detectan Unicamente ondas
P.
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Figura 46: Ilustracién esquemadtica de un experimento de sismica de reflexion, en don-
de las ondas con incidencia vertical se reflejan de una regién con una estructura de
velocidad variable. Las trayectorias de rayo verticales estdn desplazadas por claridad.
Los medios tienen a; = 2.6 km/s, p; = 2.5 g/cm?®, s = 1.7 km/s, po = 2.0 g/cm3,
az = 2.2km/s, p3 = 2.2 g/lem?, oy = 2.3 km/s, py = 2.3 g/cm?3. Sismogramas impul-
so muestran los arribos que resultan de un pulso de onda P de amplitud unitaria y estdn
graficados con el tiempo incrementdndose hacia abajo. Los arribos resultantes tienen
amplitudes R12 = 03, T12R23T21 = —02, T12T23R34T32T21 = —0.02, y estan se-
parados por el tiempo que les lleva atravesar las capas. La correspondiente reflexion de
un punto a un lado de la regién tiene amplitud R;4 = 0.1. Imagen tomada de Stein y
Wysession (2003).

79



2.16. Ejemplo

Usando las amplitudes de las ondas reflejadas, convertidas y transmitidas para estu-
diar las interfaces es comun en sismologia. En sismologia de reflexién, ondas P gene-
radas por fuentes cercanas a la superficie y reflejadas en las interfaces en profundidad
son usadas para estudiar la corteza y el manto superior. Usualmente cuando las ondas
que bajan e impactan en los reflectores con dngulos cercanos a la vertical, los datos pue-
den procesarse simulando una incidencia vertical. Como los contrastes de impedancias
son pequefios, es comun despreciar las conversiones P a S y estimar las amplitudes
de las ondas P reflejadas y transmitidas usando coeficientes de reflexién y transmi-
sion de incidencia vertical. Los coeficientes de reflexion y transmision inferidos de los
datos sismicos son combinados con los tiempos de viaje para obtener informacién de
la geologia del subsuelo. Considere (Fig. 46) una regién hipotética donde gas natural,
aceite y salmuera estdn atrapados en los poros de una trampa geoldgica. Para describir
la respuesta de esta regién a un pulso de onda P de unidad unitaria, considere primero
la reflexion (primaria) de cada una de las capas, porque las reflexiones miiltiples subse-
cuentes serdn mas pequefias. Los arribos resultantes tienen amplitudes R12, T12R2375;
y T12T%3R34T55T51, y estan separados por el itempo que les lleva atravesar las capas.
Por el contrario, la reflexién correspondiente de un punto a un lado de esa region tendria
una amplitud R;4. Las variaciones laterales en el contraste de impedancia originan una
diferencia significativa en la amplitud de las ondas reflejadas.

3. Ondas superficiales (Rayleigh y Love)

Objetivo: El alumno comprendera la naturaleza de las ondas superficiales y serd ca-
paz de describir matemdaticamente estas ondas.

3.1. Introduccion

Después de la discusion sobre ondas Py S, se esperaria que los sismogramas resul-
tantes de un terremoto consistiria de pulsos cuando las ondas Py S llegan, con arribos
tardios reflejados y convertidos en las interfaces dentro de la Tierra. Sin embargo, ge-
neralmente, los sismogramas estdn dominados por ondas de periodos mds grandes que
llegan después que las ondas P y S. Estas ondas son ondas superficiales cuya energia
estd concentrada cerca de la superficie de la Tierra. Como resultado de la dispersién
geométrica, su energia se difunde en dos dimensiones y decae a una distancia r de la
fuente aproximadamente como 7!, mientras que la energfa de las ondas de cuerpo se
difunde en tres dimensiones y decae aproximadamente como r~2. Por lo tanto, para
distancia grandes de la fuente, las ondas de superficie son predominantes en los sismo-
gramas.

Existen dos tipos de ondas superficiales, llamadas ondas Love y ondas Rayleigh nom-
bradas asf por quienes las descubrieron'®, que viajan cerca de la superficie de la Tierra.

161 ord Rayleigh (1849 — 1919), mejor conocido entre los sismélogos por su trabajo pionero en la propa-
gacion de ondas, fué laureado con un premio Nobel por su descubrimiento del argon.
A.E.H. Love (1863 — 1940) hizo contribuciones fundamentales tanto en sismologia como en geodindmica.
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Figura 47: Sismograma de tres componentes de un terremoto poco profundo de mag-
nitud M,, 7.7 ocurrido en la trinchera Vanuatu registrado a 12, 250 km en la estacién
CC M. Note la amplitud de las ondas de superficie comparadas con las ondas de cuerpo
precedentes. La onda de Love es observada en el componente transversal y la onda de
Rayleigh es observada en los componentes vertical y radial. Imagen tomada de Stein y
Wysession (2003).

La Fig. 47 muestra trenes de ondas de superficie grandes que arriban en el componente
transversal de un sismémetro, seguido por otro grupo de ondas en los componentes
vertical y radial. Se verd que el primer tren de onda contiene ondas Love que resultan
de ondas S H atrapadas cerca de la superficie. El segundo grupo de ondas contiene on-
das Rayleigh, que son una combinacién de desplazamientos P y SV. En la geometria
usual (Fig. 48) de ondas que se propagan en el plano z — z, el desplazamiento de las
ondas Rayleigh estdn en ese plano, y el desplazamiento de las ondas Love son paralelos
al eje y. En esta seccidn, se examinan los casos mds simples de ondas Rayleigh y Love,
y se usardn para demostrar algunas ideas generales acerca de las ondas superficiales.

Una diferencia interesante entre las ondas de superficie y las ondas de cuerpo, debido
a sus diferentes tasas de decaimiento, es que las ondas superficiales puede circular el
globo terrdqueo muchas veces después de un gran terremoto. La Fig. 49 muestra estas
muiltiples ondas superficiales, que estdn denotadas como ondas Rayleigh (R,) y on-
das Love (G),). La grafica de tiempos de arribo (Fig. 49, izquierda) ilustra el tiempo
requerido por las trayectorias sucesivas, indizadas por n, del terremoto a la estacién.
Una importante caracteristica de las ondas superficiales es la dispersion, el hecho de
que ondas de diferentes periodos viajen a diferentes velocidades. Como resultado, los
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Figura 48: Geometria de ondas de superficie que se propagan en un plano vertical
que contiene a la fuente y al receptor. Las ondas Rayleigh (P — SV) aparecen en
los componentes vertical y radial. Las ondas Love (S H) aparecen en el componente
transversal. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

arribos de ondas superficiales no son lineas finas, sino se dispersan en el tiempo. Estos
ejemplos son mostrados en la Fig. 50 por una seccién grabada compuesta de los com-
ponentes verticales de muchos sismogramas a diferentes distancias de los terremotos,
que permiten la construccién de una gréfica del tiempo de viaje. Los datos muestran
los arribos de R, Ra, R3 'y Ry.

3.2. Ondas Rayleigh en un semi-espacio homogéneo

Las ondas Rayleigh son una combinacién de ondas P y SV que pueden existir en la
cima de un semi-espacio homogéneo. Para describirlas, se define la superficie libre en
z = 0, con z creciente hacia abajo, y se usan los potenciales de ondas que se propagan
en el plano  — z. Se consideran s6lamente ondas P y SV, porque estas satisfacen las
condiciones de superficie libre sin interactuar con ondas S H. Los potenciales Py SV
son

¢ = Aexp(i(wt — kpx — kyraz))
U = Bexp(i(wt — kyx — kyrpz)). 3.1)

Para tener una combinacién de estos potenciales que describan la energfa atrapada en
la superficie libre, dos condiciones se deben aplicar. La solucién debe asegurar que la
energia no se propaga lejos de la superficie y satisfacer las condiciones de superficie
libre.
Para que la energia quede atrapada cerca de la superficie, los exponenciales exp(—ik, 7, 2)
y exp(—ik,rpz) deben tener exponentes negativos reales, tal que el desplazamiento
decaiga conforme z — co. Como

ra=(cz/o® =12 g = (/8 - 1)1?, (3.2)

x
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Figura 49: Multiples ondas superficiales circulan la Tierra. Derecha: Arribos con nime-
ros impares (R, R3,etc.) toman la trayectoria mds cercana del terremoto a la estacion,
mientras que arribos con numeros pares (Rz, Ry,etc.) viajan en la direccién opuesta.
Izquierda: Tiempos de arribo para multiples ondas Rayleigh (R,,) y Love (G},). Imagen
tomada de Stein y Wysession (2003).

esta condicion de radiacion requiere que ¢, < 3 < «, tal que ambas raices cuadradas
se vuelven imaginarias y eligiendo la raiz negativa, pueden escribirse como

ro = —i(1—c2/a®)Y? g =—i(1—c2/%)V2. (3.3)

Por lo tanto, la velocidad aparente c,, debe ser menor que la velocidad de corte.

La otra condicidén, que las tracciones en la superficie libre sean nulas, surgen de la
reflexion P — SV en la superficie libre (Seccion 2.14). La diferencia aqui es que las
condiciones de frontera se satisfacen sin onda incidente. Usando la ec. (2.94) sin una
onda incidente se muestra que cuando los componentes de los esfuerzos son expresados
en términos de los potenciales, las amplitudes A y B deben satisfacer las ecuaciones

0pz(2,0,t) = 0=2raA+ (1-13)B,
0..(2,0,t) = 0=[\1+72)+2ur2]A + 2ursB. (3.4)
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Figura 50: Seccién grabada formada de sismogramas verticales de estaciones de la red
IDA (International Deployment of Accelerometers). Los arribos del Ry al R4 estdn
dispersos en el tiempo debido a la dispersion. Los arribos de onda de cuerpo aparecen
antes y después de R;. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

Eliminando las constantes de Lamé de la segunda ecuacién usando (1 + r2) = ¢2 /a?
y las definiciones de las velocidades o y 3 se obtiene un sistema de dos ecuaciones
lineales homogéneas para Ay B,

2(c2/a® —1)'?A+ (2-2/B*)B =

(22 =2)A+2(32 /32 -1)V?B = 0. (3.5)
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Este sistema tiene soluciones no triviales si el determinante del sistema es cero, tal que
(2= /B2 +4(c/B* = 1) (2 /o = 1)/ = 0. (3.6)

Para un semi-espacio con las velocidades o y 8 conocidas, esta ecuacién da los valores
de c, para los cuales se satisfacen las condiciones de superficie libre. De las cuatro
raices, una es cero, y s6lo una es consistente con el requerimiento de que 0 < ¢, < 5.
Para un sélido de Poisson, en donde «? / B2 = 3, el determinante resultante es

(c/B%)[c2/8° — 8cy/B* + (56/3)c3/B° — 32/3] = 0. (3.7)

Si se excluye la solucién trivial ¢2 /3% = 0, se tiene una ecuacién cubica en c¢2 /32,
con raices 4, 2 + 2/v/3 (= 3.155) y 2 — 2/+/3 (= 0.845). Sélo la tltima raiz satisface
¢z < B, la condicion para que las ondas queden atrapadas en la superficie. Por lo que
la velocidad aparente de una onda Rayleigh en un semi-espacio que es un sélido de
Poisson es ¢, = (2 — 2/v/3)3 = 0.9273, ligeramente menor que la velocidad de corte.
Los coeficientes de los potenciales (ec. (3.1)), pueden encontrarse de la ec. (3.5)

B=AQ2-c/B8)/(2rp) (3.8)

y pueden sustituirse en los potenciales usados para encontrar los desplazamientos (ec.
(2.92)). Tomando la parte real de las exponenciales y usando los valores numéricos de
¢z/B Y ¢/ para un sélido de Poisson se tiene

uy = Ak sin(wt — k,2)[exp(—0.85k,z)]
—0.58 exp(—0.39k,.2)]
u, = Akycos(wt — kyx)[—0.85exp(—0.85ky2)
147 exp(—0.39k,2))]. (3.9)

El desplazamiento puede ser caracterizado por su variacion en profundidad y distancia
a lo largo de la superficie. Ambos componentes son funciones sinusoidales de (wt —
k), y por lo tanto ondas arménicas que se propagan en la direccién +x. Debido a que
la onda arménica resultante se aplica solamente en la direccién «, la longitud de onda
significativa es la longitud de onda horizontal a lo largo de la superficie, A, = 27/k,,.
El desplazamiento decae con la profundidad como exp(—k,z) (Fig. 51), tal que la
profundidad a la cual una onda de Rayleigh tiene un desplazamiento significativo es
proporcional a la longitud de onda horizontal.

En la superficie, z = 0, los componentes del desplazamiento son

uy = 0.42Ak,sin(wt — k,x)
w, = 0.62Ak, cos(wt — ku). (3.10)

Para visualizar estos, considere el movimiento de una particula del material en z = 0
como una funcién del tiempo. En ¢t = 0, u, es un maximo (z es positivo hacia abajo),
y u, = 0. Conforme el tiempo se incrementa, los desplazamientos z y z forman un
movimiento contrario a las manecillas del reloj, o “retrégrado”, dibujando una elipse
(Fig. 52, izquierda). Para un sélido de Poisson, el mdximo desplazamiento vertical en
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Figura 51: Variacién de los componentes  y z del desplazamiento para una onda Ray-
leigh en un semi-espacio compuesto por un sélido de Poisson. Ambos componentes
decaen con la profundidad y estdn normalizados por la longitud de onda horizontal.
Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

la superficie es aproximadamente 1.5 veces mayor que el maximo desplazamiento ho-
rizontal. El movimiento de particula se vuelve “progrado” debajo de una profundidad
cercana a un quinto de la longitud de onda, porque el término del decaimiento expo-
nencial en u,, se vuelve negativo. La relacion de fase entre los componentes horizontal
y vertical del movimiento de una onda de Rayleigh puede observarse en sismogramas
como se muestra en la Fig. 52 (derecha). Cuando el desplazamiento vertical estd en un
negativo maximo (e.g., cerca de 785 s), el desplazamiento radial es cero, correspon-
diente a ¢ = 0 en la Fig. 52 (izquierda). Un cuarto de periodo después (e.g., cerca de
790 s) el desplazamiento vertical es cero, y el desplazamiento radial se encuentra en su
mdximo positivo, que corresponde a t = T'/4.

Las ondas Rayleigh también existen cuando el medio es mds complicado que un semi-
espacio homogéneo. En este caso, en lugar de tener una sola velocidad aparente para
todas las frecuencias, ¢, es una funcidn de la frecuencia. Se ilustrara esta idea a conti-
nuacién usando ondas Love.

3.3. Ondas Love en una capa sobre un semi-espacio

Un segundo tipo de onda superficial, onda Love, resulta de la interaccién de ondas
SH. La geometria mds simple (Fig. 53) en la cual una onda de Love puede ocurrir
es en una capa con espesor h de material con velocidad (1, sobre un semi-espacio de
material con una velocidad mayor (5. Las ondas de Love requieren una estructura de

86



Direction of wave propagation Rayleigh wave phase relationships: vertical and radial components
T T T T T

¢ \
— vertical

= = radial

t=T12

t=T/4 0 PR
Uy

t=3T7/4

<2

-l
<

N 1 1 1
‘=0 700 750 850 900 950 1000
u, Origin time (s)

Figura 52: Para una onda Rayleigh, los componentes horizontal (radial) y vertical del
movimiento del terreno se encuentran desfasados en un modo caracteristico. Izquierda:
Como los componentes estdn desfasados, el movimiento de particula en un punto de
la superficie libre como una funcién del tiempo es una elipse retrograda. La particu-
la se mueve de forma opuesta a la direccidn de la propagacion de la onda en la cima
de la elipse. Derecha: Comparacién de los componentes de desplazamiento de los sis-
mogramas de un terremoto en las islas Kuril grabado en Micronesia, muestra que un
componente alcanza su maximo cuando el otro es cero. Imagen tomada de Stein y
Wysession (2003).
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Figura 53: Geometria de una capa sobre un semi-espacio para ondas de Love. Las
ondas de Love existen si la velocidad de las ondas de corte en la capa es menor que la
del semi-espacio. Estas ondas pueden tratarse como la interferencia constructiva entre
ondas SH que inciden en la interfaz por arriba del dngulo critico. Imagen tomada de
Stein y Wysession (2003).

velocidad que varfa con la profundidad, y no pueden existir en un semi-espacio, en
contraste con las ondas Rayleigh.
Para describir las ondas Love, se escriben los desplazamientos S H en la capa como la
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suma de una onda que sube y otra que baja
u, (z,2,t) = Biexp(i(wt — ko — ky1p, 2))
+Bs exp(i(wt — kyx + ka1, 2)). (3.11)
En el semi-espacio se requiere solo un término
u)f (2, 2,t) = B exp(i(wt — ko — ko7p,2)). (3.12)

Como se hizo anteriormente, se impone una condicion de frontera radiativa que asegura
que la energia no viaja al semi-espacio como una onda que se propaga. La energia
estard atrapada cerca de la interfaz si exp(—ik,;7s,7) es una exponencial negativa real
que decae conforme z — oo. Esta condicién ocurre si la velocidad aparente es menor
que la velocidad de corte en el semi-espacio, ¢, < 2, tal que

ro, = (/65 —1)'? = —i(1 =3 /85)/? = —irj,. (3.13)

Las amplitudes B, Bs y B’ pueden encontrarse usando las condiciones de frontera en
la superficie libre y en la interfaz entre la capa y el semi-espacio. En la superficie libre,
z = 0, la traccién debe ser cero paratodaz y ¢

.00 = () @0
= p1(ikyrp, ) (B2 — Br) exp(i(wt — kzx)) = 0, (3.14)

de modo que B; = Bs. Enlainterfaz z = h, el desplazamiento debe ser continuo para
toda x y ¢, tal que

By lexp(—ikyrg, h) + exp(ikyrg, h)] = B’ exp(—ikyr,h). (3.15)

De manera similar, el componente del esfuerzo o, debe ser continuo también en la
interfaz para toda = y t, tal que

p1(—ikyrp, ) Bilexp(—ikyra, h) — exp(ikyrs, )]
= HQ(_ikmrﬁz)B/ exp(—ikz’l’52h). (3.16)

Al reescribir los exponenciales complejos en funciones seno y coseno, las condiciones
(3.15) y (3.16) pueden escribirse

2B cos(kyrg,h) = B exp(—ikyrs,h)
2ipnrp, Bysin(kyrg, h) = —porg, B exp(—ikyrs,h). (3.17)

Dividiendo la segunda condicién por la primera se obtiene

tan(kyrp, h) = (—pars,)/(imrs,) = (parg,)/(prs,)- (3.18)

Esta ecuacion tiene un significado especial. Esta ofrece una relacién entre el nimero de
onda horizontal, k., y la velocidad horizontal aparente, c,, que debe satisfacer la onda
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de Love para existir. Como ¢, = w/k,, esto significa que para una velocidad hori-
zontal aparente, las ondas Love deben tener nimeros de onda horizontales expecificos
y por lo tanto frecuencias angulares. De manera alternativa, para un periodo particu-
lar o frecuencia angular, las ondas Love pueden tener solamente ciertas velocidades
horizontales aparente o ndmeros de onda. Por lo que frecuencias diferentes tienen di-
ferentes velocidades aparentes, un fenémeno llamado dispersién. Relaciones como la
ec. (3.18), que dan la velocidad aparente, ¢, como funcién de w o k,, son llamadas
relaciones de dispersion, o ecuaciones de periodo.

Antes de examinar las relaciones de dispersidon a mayor detalle, se derivardn de una ma-
nera diferente. La condicién de velocidad aparente ¢, < (5 (ec. (3.13)) también surge
(Seccion 2.13) para ondas S H incidentes en una interfaz con angulos que exceden el
angulo critico, sin~' (51 /2). En la geometria de la Fig. 53, estas ondas son totalmente
reflejadas tanto en la interfaz como en la superficie libre, y por lo tanto quedan atrapa-
das en la capa.

Considere la porcién de la trayectoria de rayo AB(Q a lo largo largo de la cual una
onda que baja con dngulo de incidencia j; se refleja en la interfaz y después en la su-
perficie libre. Si la fase de la onda cambia por un multiplo de 27, el frente de onda que
baja normal a la trayectoria de rayo en () estard en fase con, y por lo tanto interfiere
constructivamente con, el frente de onda que baja normal a la trayectoria de rayo en
A. El cambio de fase que sucede de A a ) consiste de dos términos, uno debido a las
reflexiones y otro debido a la propagacion. Por la ec. (2.89), la reflexién postcritica
provoca un cambio de fase de 2 tan™"[(p275,)/ (273, )], mientras que la reflexion de
la superficie libre no cambia la fase. Ademads, como la la onda se propaga una distancia
AB + BQ, la fase cambia por —(AB + BQ)kg, . La distancia puede escribirse como

AB+ BQ = BQcos2j; + h/cosj
= (cos2j1 + 1)(h/cosj1) = 2hcosj, (3.19)

usando cos2j; = cos? j; — 1. La condicién para la interferencia constructiva es enton-
ces el cambio de fase total dado por

—2kg, hcos j1 + 2tan™ " [(uarp,)/ (parg, )] = 2nm, (3.20)
0, como tan(nm) = 0,
tan(kg, hcos j1) = tan(kyrg, h) = (u2rg,)/(parg, )- (3.21)

De modo que la relacién de dispersion de ondas Love que se derivaron a partir de las
condiciones de frontera, también pueden ser vistas como un criterio de interferencia
para ondas SH reflejadas criticas, que corresponden a ondas que se propagan en la
capa y una onda evanescente en el semi-espacio de mayor velocidad.

3.4. Dispersion de ondas Love

La ecuacién de dispersién (ec. 3.21) puede escribirse como una funcién de cuales-
quiera dos de los tres pardmetros c;, w y k;. Para encontrar sus soluciones, se escribe
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Figura 54: Solucién gréfica de la relacion de dispersion para ondas Love en una capa
sobre un semi-espacio. El lado izquierdo de la ec. (3.24) estd representado por curvas
sélidas, tan(w(), con ceros en n7/w. Las hipérbolas decrecientes discontinuas repre-
sentan el lado derecho de la ec. (3.24). Las intersecciones de las curvas (puntos) son las
raices de la ecuacién y son las velocidades aparentes para un periodo dado. Las veloci-
dades aparentes varian entre las velocidades de corte de la capa (31) y el semi-espacio
(B2). Para periodos mds grandes existen menos soluciones y por lo tanto menos modos.
Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

en términos de la frecuencia y velocidad aparente como

2 /p/2V\1/2
tan[(wh/e,)(¢3/6} — 1)) = ZEI /513”/_[3 igm- (3.22)
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Como la funcidn tangente estd definida para valores reales, las raices cuadradas deben
ser reales, tal que la velocidad aparente estd acotada entre 31 < ¢, < f2. Una solucién
gréifica puede derivarse al definir una nueva variable

¢ =(h/eo)(c2/B7 — 1)/, (3.23)

de modo que en el rango admisible de la velocidad aparente, ( = 0 en c; = 1,y
Cmax = h(1/B% —1/B2)1/2 en ¢, = B2. Entonces, la ec. (3.23) puede escribirse como

tan(w() = (“2(1 _Cg/ﬂ§)1/2> < h > (3.24)

M1 Q

Como se muestra en la Fig. 54, el lado izquierdo de la ecuacién, tan(w(), tiene ceros
en ( = nrw/wy tiende a infinito en ¢ = 7/2w, 37/2w, etc. El lado derecho de la
ecuacion, que tiene una forma hiperbdlica por la dependencia de 1/¢, es infinito para
¢, = 1,y donde ( = 0, y decae monoténicamente a cero en ¢, = (2, donde { =
Cmax- Las soluciones existen donde las dos curvas intersectan, dando los valores de ¢
y por ende ¢, para lo cuales una onda de Love con una w dada ocurre. Las soluciones
son llamadas modos, tal que para una frecuencia dada existen varios modos, cada uno
con velocidades aparentes diferentes. La solucién mds a la izquierda, con la més baja
Cy, €s llamada el modo fundamental; los otros son modos superiores, 0 sobretonos,
numerados del 1 al n.

La Fig. 54 ilustra la ec. (3.24) para tres diferentes periodos usando un modelo de la
corteza continental y el manto de un espesor de 40 km con 53 = 3.9 km/sy p; = 2.8
g/cm? sobre un semi-espacio con B2 = 4.6 km/s y po = 3.3 g/cm?®. Para ondas con
un periodo de 5 s, existen tres soluciones en el rango admisible de velocidad aparente:
¢z = 3.92,4.13 y 4.55 km/s.

Considere ahora que sucede para periodos mds grandes o frecuencias mds bajas. Los
ceros en la curva tangente ¢ = n/w aumentan su valor, de modo que el espaciamiento
entre las curvas tangente, 7/w, se incrementa. Como resultado, existen menos curvas
tangentes dentro del rango de ¢, que es nT/w < (max. Por lo tanto, como la curva
decreciente no depende de w, existen menos soluciones, c;, para periodos mds grandes.
Para una frecuencia angular dada, la solucién con los mds grandes valores posibles
de ¢ ocurren cuando la n-ésima solucion es (4%, entonces ¢, = f2. En este caso,
tan w(msx = 0, entonces wlmax = N, y

W = wen = nr/[R(1/57 —1/62)'2). (3.25)

Esta frecuencia angular, llamada frecuencia de corte angular para el n-ésimo modo su-
perior, es la mds pequefia w en que el modo existe. Las curvas tangentes con valores
mayores de n se encuentran fuera del rango admisible de (. Tal que, para periodos su-
ficientemente largos, s6lamente el modo fundamental existe.

Usando este método, se puede calcular las velocidades aparentes para diferentes pe-
riodos. La Fig. 55 muestra las curvas resultantes, llamadas ramas modo o sobretono,
para el modo fundamental y los primeros dos modos superiores. En los periodos mas
grandes solo el modo fundamental existe, mientras que para periodos mas cortos los
modos superiores existen. Por ejemplo, a un periodo de 5 s existen tres modos, para 10
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Love wave dispersion

B1=3.9km/s
B,=4.6km/s
p,=2.8g/m?
p,=3.3g/m?
h=40km

Apparent velocity (km/s)

50 100 150
Period (s)

Figura 55: Curvas de dispersion dada la relacién entre la velocidad aparente y el perio-
do para ondas Love en una capa sobre un semi-espacio. Para cada modo, las velocida-
des aparentes varian entre la velocidad de la capa /31 y la velocidad del semi-espacio
B2. La curva inferior es la rama del modo fundamental y las ramas de los sobretonos
se encuentran por arriba de esta, con velocidades mayores para cualquier periodo. Los
puntos muestran los modos de la Fig. 54. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

s existen solo dos modos, pero a 30 s solo el modo fundamental existen. Los modos con
periodo més grande de cada rama tienen ¢, — [32, de modo que su velocidad aparente
depende de la velocidad de corte en el semi-espacio y no es afectada por la velocidad
de corte en la capa. Por lo tanto a periodos grandes, las ramas en la Fig. 55 se acercan a
la velocidad del semi-espacio, 82 = 4.6 km/s. De forma similar. Los modos con perio-
dos mads cortos de cada rama tienen ¢, — 1 = 3.9 km/s, tal que su velocidad aparente
se aproxima a la velocidad de la capa.

Esta variacién en la velocidad aparente refleja diferencias en los desplazamientos entre
los modos. En la capa, como las amplitudes B; y B de las ondas que suben y bajan
son iguales, el desplazamiento (ec. (3.11)) puede escribirse

uy, (z,2,t) = 2By exp(i(wt — kyx)) cos(kerp, 2). (3.26)
En el semi-espacio, el desplazamiento (ec. (3.12)) es

u,f (z,2,t) = B exp(i(wt — ko)) exp(—kq1, 2), (3.27)

Yy
entonces, por la continuidad del desplazamiento en la interfaz z = h,
B' = 2B cos(kyrp, h)/ exp(—k.7j,h). (3.28)

De modo que, tanto en la capa como en el semi-espacio, se tiene una onda que se propa-
ga en la direccién x, con ndmero de onda horizontal k, = 27/, = w/c,. En la capa,
el desplazamiento varia con la profundidad como cos(k;7g, z), de modo que oscila. En
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el semi-espacio, el desplazamiento decae exponencialmente con la profundidad como
exp(—kz1j,2)-
La variacién del desplazamiento en las direcciones = y z se ilustra en la Fig. 56 para

Love wave surface displacement
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Figura 56: Variacion del desplazamiento a lo largo de la superficie (arriba) y como una
funcién de la profundidad (abajo) para ondas Love en una capa sobre un semi-espacio.

La figura muestra los modos para los tres periodos de las Figs. 54 y 55. Imagen tomada
de Stein y Wysession (2003).
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los tres periodos cuyas velocidades aparentes se encontraron en la Fig. 54. La varia-
ci6én horizontal se muestra en los paneles sueriores. Como la velocidad aparente se
incrementa con el periodo (Fig. 55), mientras mayor sea su velocidad aparente, mayor
serd su longitud de onda horizontal. De modo que, para los casos del modo fundamen-
tal (n = 0) mostrados, el mayor periodo (30 s) tiene la mayor velocidad aparente y por
lo tanto la mayor longitud de onda horizontal. En un periodo dado (Fig. 55), mayor sea
el modo, mayor serd la velocidad aparente y por lo tanto tendrd una mayor longitud
de onda horizontal. De modo que, para los tres modos mostrados con periodo de 5 s,
n = 2 tendrd la mayor longitud de onda horizontal.

La variacion con profundidad, llamada la eigenfuncion vertical del modo, es diferente
para cada modo. Para una rama dada, la profundidad de penetracién en el semi-espacio
se incrementa con el periodo, tal que de los periodos del modo fundamental mostra-
dos, el mayor (30 s) “ve” a mayor profundidad en el semi-espacio y por ende tiene una
mayor velocidad aparente. Por el contrario, los modos con periodo mds corto de una
rama dada penetran una menor profundidad y tienen una menor velocidad aparente.
A un periodo dado, los modos superiores oscilan mas rapido con la profundidad en la
capa y entonces cambian de signo en mas ocasiones. En el semi-espacio, sin embargo,
los modos superiores decaen mds lentamente y penetran a una mayor profundidad. La
eigenfuncion para un modo con orden n tiene n cruces al cero, o nodos, con la profun-
didad.

El hecho de que el desplazamiento se comporta diferente con la profundidad para varios
modos y periodos hacen a las ondas Love dispersivas. En esta derivacion, las velocida-
des de corte intrinsecas de la capa y el semi-espacio no dependen de la frequencia. Sin
embargo, la velocidad aparente resultante a lo largo de la superficie libre depende de la
frecuencia. Esta dispersion resulta del hecho que las ondas Love de distintos periodos
tienen diferentes desplazamientos en profundidad, y la velocidad intrinseca del medio
varia con la profundidad. Como resultado, la dispersién de ondas superficiales es util
para estudiar la estructura de la Tierra.

En contraste, la onda Rayleigh en un semi-espacio no muestra esta dispersion. Esta on-
da es una onda de superficie “verdadera” porque existe en un semi-espacio homogéneo
debido a la interaccion de ondas Py SV'. Por otro lado, la onda de Love en una capa so-
bre un semi-espacio existe porque las propiedades del medio varian con la profundidad,
y causan la interferencia entre ondas S H. La dispersion de ondas de Love y Rayleigh
también ocurre en medios cuyas propiedades varian con la profundidad de manera mas
complicada. Las curvas de dispersion para ondas Love y Rayleigh en tales medios pue-
de calcularse por varios métodos. Una alternativa es extender el método usado en la
Seccién 3.3 al tratar el medio como un conjunto de capas homogéneas sobre un semi-
espacio. Como para el caso de una capa, se asume que el desplazamiento en cada capa
estd dado por soluciones exponenciales y se encuentran combinaciones de frecuencia
y velocidad aparente horizontal que satisfagan las condiciones de frontera en la super-
ficie libre, en cada frontera entre las capas y con el semi-espacio. Otra aproximacion es
ver las ondas de superficie como modos normales de una Tierra esférica.
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3.5. Velocidad de fase y grupo

En la seccién anterior, se estudi6 la dispersion de ondas Love que muestra que la
velocidad aparente varia con la frequencia. Usualmente al hablar de dispersion se usan
las velocidades de grupo y de fase que serdn explicadas a continuacién considerando
un ejemplo muy sencillo.

Considere la suma de dos ondas arménicas con una ligera diferencia en sus frecuencias
angulares y nimeros de onda

u(x,t) = cos(wit — k1x) + cos(wat — ko). (3.29)

Las frecuencias angulares y los nimero de onda pueden escribirse en términos de las
diferencias con respecto a los valores promedio de w y k

w1 = w + dw, Wy = w — 0w, w >> dw,
k1 =k + 6k, ko =k — Ok, k >> dk. (3.30)
Usando esta sustitucion en el desplazamiento se obtiene
u(z,t) = cos(wt+ dwt — kx — dkx)
+ cos(wt — dwt — kx + dkx)
= 2cos(wt — kx) cos(dwt — dkx). (3.31)

Por lo tanto la suma de dos ondas arménicas es un producto de funciones coseno (Fig.
57). Por sus argumentos, ambas corresponden a ondas arménicas que se propagan.
Como dw es menor que w, el segundo término tiene una frecuencia menor, y por lo
tanto varfa mds lentamente con el tiempo que el primero. De manera similar, como Jk
es menor que k, el segundo término varia mas despacio en el espacio. De modo que
se tiene una onda portadora con frecuencia angular w y niimero de onda k, sobre la
cual una onda envolvente mas lenta con frecuencia angular dw y nimero de onda k& es
superpuesta.

Siguiendo una fase constante de cada término se observa que cada onda viaja a una
velocidad diferente. La envolvente, se propaga a la velocidad de grupo

U = dw/dk, (3.32)
mientras que la portadora se mueve con la velocidad de fase,
c=w/k. (3.33)

La diferencia entre las dos velocidades estd ilustrada en la Fig. 57. La comparacién de
la sefial en tiempos diferentes muestra que la envolvente se propaga a una velocidad
diferente que la portadora. Esta diferencia explica porque en los sismogramas de la
Fig. 50 las lineas individuales tiene una pendiente (velocidad de fase) diferente de la
pendiente (velocidad de grupo) de todo el patrén de ondas superficiales.

4. Atenuacion de ondas sismicas

Objetivo: El alumno comprenderd la naturaleza de los mecanismos de atenuacién
de la amplitud sismica.
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(a) cos (@4t — kix) 0, = o + 0w, ky =k+ 6k

€os (w,t — kyx) = - 0w, k, =k — 8k
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Figura 57: (a) Dos ondas sinusoidales con ligeras diferencias en sus frecuencias y
numeros de onda. (b) Su suma es una funcién del tiempo con una envolvente de periodo
largo que se propaga a una velocidad de grupo U. El conjunto de ondas, la oscilacién
de alta frecuencia cuya amplitud es modulada por la envolvente, se propaga a una ve-
locidad de fase c. Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

4.1. Introduccion

Las ondas sismicas se atentian, decrecen en amplitud, conforme estas se propagan.
En la Seccién 2 se discutié como la reflexién y transmisiéon de ondas sismicas debi-
do a interfaces reducen su amplitud. Existen otros cuatro procesos que pueden reducir
la amplitudes de las ondas: dispersion geométrica, esparcimiento (scattering), multi-
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trayecto y anelasticidad. L.os primeros tres son procesos eldsticos, en donde la energia
del campo de onda es conservado. Mientras que, la anelasticidad, algunas veces llama-
da atenuacion intrinseca, involucra la conversion de energia en calor.

Como en muchas aplicaciones en sismologfa, resulta valioso considerar analogias con
el comportamiento de la luz. Conforme se aleja de un farol en la noche, la intensidad de
su luz disminuye por varias razones. La primera es la dispersion geométrica: la luz se
aleja de la lampara en frentes de onda esféricos en expansion (Seccién 1.3.2.1). Por la
conservacion de energia, la energia en una unidad de 4rea del frente de onda creciente
decrece como 72, donde r es el radio de la esfera o distancia del faro.

Segunda, la luz disminuye conforme esta se esparce debido a las moléculas de aire,
polvo y agua en el aire. Como resultado del esparcimiento se tiene que al impactar
un rayo sobre un difractor, su energia se esparce en todas direcciones. Este efecto es
dramdtico en una noche con neblina porque la luz esparcida genera una halo alrededor
del faro.

Tercera, la luz se enfoca y desenfoca por cambios en las propiedades refractivas del
aire. Este efecto es llamado multi-trayecto en sismologia. En enfoque y desenfoque
puede ser ilustrado al observar la luz de la calle a través de binoculares. Mirando a
través de binoculares en la manera usual, las ondas son enfocadas por lo lentes, y el
farol aparece mds cerca y brillante. Invirtiendo los binoculares observamos el farol mas
lejos y menos brillante.

Cuarta, algo de la energfa de la luz es absorbida por el aire y convertida en calor. Este
proceso difiere de los otros tres en que la energia de la luz se pierde, no simplemente
se mueve a una trayectoria diferente.

Los cuatro procesos son importantes para ondas sismicas. Los primeros tres son descri-
tos por la teoria de ondas elésticas, y puede incrementar o decrementar la amplitud de
una onda que arriva al desplazar la energia dentro del campo de onda. Por el contrario,
la anelasticidad reduce las amplitudes de las ondas solo porque la energfa se pierde de
las ondas eldsticas. Gran parte de la sismologia estd construida bajo la aproximacién
de que la Tierra responde eldsticamente durante la propagacién sismica y es facil olvi-
dar que en realidad la Tierra no es perfectamente eldstica. Sin anelasticidad, las ondas
sismicas de cada terremoto ocurrida seguirian retumbando hasta que su acumulacién
destruyera la Tierra. La elasticidad es una buena aproximacidén de la Tierra pero existen
muchas implicaciones y aplicaciones importantes de la anelasticidad. En esta seccién
se estudiard la atenuacion de ondas sismicas asociada a la anelasticidad.

4.2. Atenuacion de un oscilador lineal

Se puede obtener una mayor intuicién de la atenuacién intrinseca de ondas sismi-
cas al examinar un sistema simple, un oscilador arménico atenuado compuesto de un
resorte y un amortiguador (Fig. 58b). Primero se empezard el dnalisis con un oscilador
armoénico (Fig. 58a) utilizando la segunda ley de Newton, £ = ma, para describir el
desplazamiento u(t) de una masa m. La fuerza restauradora del resorte es proporcional
a menos la constante & del resorte multiplicada por la extensién o desplazamiento de
la posicién de equilibrio, tal que

d*u(t)
dt?

+ ku(t) = 0. (4.1)
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Figura 58: (a) Esquema de un oscilador arménico (b) Esquema de un oscilador arméni-
co amortiguado.

Una vez en movimiento por una fuerza impulsiva, el sistema sin friccién tiene una
respuesta eldstica pura descrita por una oscilacién arménica perpetua

u(t) = Ae'ot 4 Be~iwot 4.2)

donde A y B son constantes, y la masa se mueve hacia atrds y adelante con una fre-
cuencia natural
1/2
wo = (k/m)"/?. (4.3)

Un ejemplo de esta solucién general es
u(t) = Ag cos(wot). 4.4

Una vez que el movimiento ha empezado, la oscilacién continua por siempre, porque no
existe pérdida de energfa. Sin embargo, esto no es mas el caso si el sistema contiene un
amortiguador (Fig. 58b). La fuerza de amortiguamiento es proporcional a la velocidad
de la masa y se opone al movimiento. De modo que la ecuacién de movimiento (4.1)

se vuelve 2 0 ()
u(t u(t
T2 Tam— =+ ku(t) = 0, 4.5)

donde vy es el factor de atenuacion.
Para simplificar la ecuacién anterior, se define el factor de calidad

Q= wo/v, (4.6)

y se reescribe la ec. (4.5) como

d?u(t) wo du(t)

e 0 dt + wau(t) = 0. 4.7

Esta ecuacion diferencial, que describe a un oscilador arménico amortiguado, puede
resolverse asumiendo que el desplazamiento es la parte real del exponente complejo

u(t) = Aget, (4.8)
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donde p es un nimero complejo.
Al sustituir la ec. (4.8) en la ec. (4.7) se tiene

(—p? + ipwo/Q + wd) Age'Pt) = 0. (4.9)
Para que esta se satisfaga para todo valor de ¢,
—p* +ipwo/Q +wi =0. (4.10)
Como p es complejo, se separa en sus partes real e imaginaria,
p=a+ib,  p?=a®+2iab—b?, (4.11)
tal que la ec. (4.10) se reescribe como
—a® — 2iab + b* + iawy/Q — bwo/Q + Wi = 0, (4.12)

que puede dividirse en ecuaciones para la parte real y para la parte imaginaria que se
resuelven de forma separada

Real —a® +b% —bw/Q + w3 =0, 4.13)
Imaginaria —2ab + awy/Q = 0. ’
Resolviendo la parte imaginaria para b
Wo
b= — 4.14
20 (4.14)
y sustituyendo el valor de b en la ecuacion real
2
2_ 2 YW _ 2 1
Entonces se define
w=a=wp(l— )1/ (4.16)
402 ’ '
y se reescribe la ec. (4.8) con las partes reales e imaginarias separadas,
u(t) = AgetWHtidt) — g e—bteiwt, 4.17)
La parte real es la solucidn para el desplazamiento arménico amortiguado
u(t) = Aoefé_[é; cos(wt). (4.18)

Esta solucién muestra como el oscilador amortiguado responde a un impulso en el
tiempo cero (Fig. 59). Esta solucién ya no es un simple oscilacién arménica porque
difiere de dos maneras con respecto a la solucién sin amortiguamiento (4.4). El término
exponencial expresa el decaimiento de la envolvente de la sefial

wot

A(t) = Apexp™ 2@, (4.19)
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Figura 59: Para un oscilador arménico amortiguado, la amplitud de la envolvente
(lineas discontinua) es inicialmente Ay y decae con el tiempo a una tasa determina-
da por el factor de calidad ). Imagen tomada de Stein y Wysession (2003).

que se superpone en la oscilacién arménica dada por el término del coseno. Més atn,
la frecuencia de la oscilaciéon armoénica (ec. (4.16)) es diferente a la frecuencia natural
del sistema sin amortiguamiento, wy, por una cantidad que depende del factor de cali-
dad. @) es inversamente proporcional al factor de amortiguamiento, -y, tal que mientras
menor sea el amortiguamiento, mayor es (). Sin amortiguamiento, @) es infinito, por-
que la amplitud del sistema no decae con el tiempo (ec. 4.19), y tampoco cambia su
frecuencia natural wy (ec. (4.16)). Conforme el amortiguamiento se incremente, () de-
crece, su amplitud decae mds rdpido y la frecuencia cambia mds con respecto al valor
sin amortiguamiento. La ec. (4.19) muestra que la amplitud decae a e~ (0.37) de su
valor original por el tiempo de relajacion

tl/e = 2@/&)0. (420)

Debido a que la energia en un sistema oscilante es proporcional al cuadrado de la
amplitud, como se observé para una onda arménica en la Seccion 2.12, de la ec. (4.19)
se obtiene la energia del oscilador como

E(t) = kAQ() A2 —wot/Q — Fpemwot/Q, (4.21)

La energia decae mds rdapido que la amphtud, porque el exponente negativo en la ec.
(4.21) es el doble que en la ec. (4.20).
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4.3. Factor de calidad, ()

La solucién del oscilador arménico amortiguado incorpora el amortiguamiento a

través del factor de calidad (). La atenuacion de ondas sismicas y otros fendmenos
fisicos son usualmente discutidos en términos de Q o Q. A pesar de que Q tiene
valores mds convenientes, Q! tiene la ventaja de que es directamente proporcional al
amortiguamiento. En algunos casos, () es usado para describir el decaimiento de una
oscilacion, mientras que en otros es usado para describir las propiedades fisicas del
sistema que causan un cambio en la atenuacién. Por ejemplo, el valor de @) de alguno
de los modos normales de la Tierra, que es directamente andlogo al de un oscilador
amortiguado, describe como el modo decae con el tiempo. Este decaimiento resulta
de la distribucién de material en la Tierra que causa que la energia sismica se pierda
como calor. Esta distribucion puede ser descrita en términos de una (), o atenuacién
aneldstica, con una estructura andloga a aquella de las velocidades eldsticas.
Como resultado, se habla de () de ondas superficiales y ondas de cuerpo. También se
habla de la variacién dentro de la Tierra de (), y (3, que controla la atenuacion de
ondas Py S. La estructura aneldstica de la Tierra, contiene variaciones en Q) y (3, €s
andloga a la estructura de velocidades eldsticas porque () puede verse matematicamente
como la parte imaginaria de la velocidad. Para observar esto, note que la ec. (4.8),
que es usada para derivar el decaimiento en la oscilacion, puede ser vista como una
oscilacién con un frecuencia compleja p

U(t) _ Aoeipt — Aoei(a+’ib)t (422)

donde la parte real e imaginaria de la frecuencia son

wo w
a=w b=w"=—=~ — 4.23
20 ~ 20 (4.23)
asumiendo que la atenuacion es lo suficientemente pequefia () es grande) para que
w =~ wy. Entonces se escribe

Q' =2b/a = 2w"/w. (4.24)

Tratando a la atenuacién como una parte imaginaria de la frecuencia y dividiendo por el
numero de onda, se tiene que la velocidad correspondiente de una onda que se propaga
es compleja,

ctict =w/k+iw* [k =w/k +iwQ ™ /(2k), (4.25)

entonces
Q' =2c/c. (4.26)

Por lo tanto, se puede representar la atenuacién de ondas P y S utilizando los factores
de calidad @), y @ para obtener las partes imaginarias de las velocidades. Si no existe
atenuacion () = ©0), la frecuencia y la velocidad no tienen partes imaginarias. Esta
formulacién es til porque implica que los métodos usados para invertir las velocida-
des de las ondas superficiales o los modos normales para encontrar la velocidad en la
Tierra pueden ser usados para invertir observaciones de la atenuacién y asi encontrar la
distribucién aneldstica.
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Se puede escribir la parte imaginaria de las velocidades en términos de las propieda-
des del material que causan la atenuacién, considerando que el médulo eldstico tenga
componentes imaginarios. Para la velocidad de corte

B+if* = B1+iQ,"/2)
((n+ip*)/p)'? = B +ip* /)"
~ B(L4ip"/(20)) (4.27)

donde para el dltimo paso se usé el primer término de la serie de Taylor, porque la
atenuacién y por ende la parte imaginaria es pequefia. Comparando términos se muestra
que

Q' =u"/. (4.28)

Un analisis similar muestra que el factor de calidad para ondas P es dado por las partes
imaginarias de los médulos de compresibilidad y de corte

Q' = (K" +4/(3u")/(K +4/(3p)). (4.29)

Desde una perspectiva fisica, es util pensar que la energia se pierde en la deformacién
compresional o de corte, por lo que se puede expresar la atenuacién en términos de las
partes imaginarias de la compresibilidad y rigidez

Q' =K'/K Q' =p"/n=Q5" (4.30)
Estos factores de calidad estdn relacionados a aquellos de las velocidades por
Qu' =LQ.'+(1-L)Qx  L=(4/3)(8/o)*. (4.31)

En general poca energia se pierde en compresion, por lo que Qi}l es muy pequefio,
y la mayor parte de la atenuacién de las ondas ocurre en cizalla, haciendo Q! ~
(4/9)Q5".

Técnicas para medir ) en la Tierra siguen el principio del decaimiento de una oscila-
cién. De la ec. (4.19) se toma el logaritmo natural de la envolvente para mostrar que

In A(t) = In Ag — wot/(2Q), (4.32)

tal que se puede encontrar () como la pendiente de decaimiento logaritmico. De for-
ma alternativa, si cimas sucesivas distanciadas por un periodo (T' = 27/wy) tienen
amplitudes

Ai1(t1) = Apexp(—wot1/(2Q))
At +T) = Agexp(—wolt1 +71)/(2Q)) (4.33)
su razén es
A1/Az = exp[-wot1/(2Q) + wo(t1 +T)/(2Q)] = exp(n/Q), (4.34)
tal que
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Para ilustrar esta aproximacion, note que en la Fig. 59 la segunda cima, en wt =
2w, es aproximadamente dos tercios de la primera cima, en wt = 0. Entonces () ~
7w/1n(3/2) = 8. Esto es pequefio comparado con la @ de las rocas del manto, que
varfan dentro del rango 200 — 500, pero comparable con el de algunas rocas sedimen-
tarias. Por ejemplo, ondas .S en esquistos tienen ) ~ 10.

Otra forma de ver a () es como el niimero de ciclos que se requieren para que la osci-
lacién decaiga a cierto nivel. El nimero de ciclos n, es

n=1t/T = wt/(27) =~ wot/(27), (4.36)

donde la tdltima aproximacion, basada en la ec. (4.16), asume que la atenuacién es lo
suficientemente pequefia (Q >> 1) para que w =& wy.
La amplitud al tiempo ¢,,, después de n ciclos, es

A(tn) m Age™ @, (4.37)
de modo, que si se define a n igual a ),
A(t,) = Age™™ = 0.04A,. (4.38)

Por lo tanto, después de @ ciclos, la amplitud decae a un valor de ¢=" 0 4% de la
amplitud original. Por lo tanto, en la Fig. 59, més del 95 % de la amplitud se pierde
después de ) ~ 8 ciclos.

@ puede describir el decaimiento de la oscilacion en tiempo o espacio. Para ondas que
se propagan, se remplaza ¢ con x/c, donde z es la distancia viajada y c es la velocidad.
De modo que la ec. (4.19) se convierte en

A(z) = Age™ %@, (4.39)

que describe como la amplitud decae con la distancia recorrida por las ondas.

Cuando estas técnicas son usadas para medir () del registro de ondas sismicas, se en-
cuentra que () varia con la frecuencia (Fig. 60). Q es esencialmente constante para
bajas frecuencias, en el rango de 0.001 a 0.1 Hz, pero después se incrementa con la
frecuencia. En muchas aplicaciones es util considerar que @) es independiente de la
frecuencia.

Es importante notar que el modelo de un oscilador amortiguado asume que la atenua-
cién es lineal, i.e. @) es independiente de la amplitud de la onda. Esto es lo mismo que
asumir que las amplitudes no son demasiado grandes. En la mayoria de las rocas, esta
condicién se satisface si las deformaciones involucradas con la propagacién de onda
son menores que 10~% aproximadamente. A pesar de que esto es cierto para distancias
telesismicas, no es el caso cerca del terremoto o una explosion, donde la deformacién
eldstica puede exceder valores de 10~%. Grandes terremotos pueden causar grandes de-
formaciones, y por ende una regién de atenuacién no lineal.

A continuacién se estudiard que la atenuacién induce dispersion.

4.4. Dispersion fisica debido a la atenuacion

Una importante consecuencia de la atenuacién de ondas sismicas es la dispersion
fisica, por la cual, ondas con diferentes frecuencias viajas a diferentes velocidades.
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Figura 60: La atenuacién de ondas sismicas en el manto depende de la frecuencia. Se
muestra el valor ) calculado con ondas Sc¢S. Imagen tomada de Stein y Wysession
(2003).

Esta se difiere de la dispersion geométrica discutida en las Seccién 3.4, en donde las
ondas superficiales con frecuencias diferentes tienen velocidades aparentes en la su-
perficie porque estas muestrean diferentes profundidades y encuentran materiales con
velocidades diferentes. De modo, que a pesar de que la velocidad intrinseca de la roca
a cualquier profundidad es tratada como independiente de la frecuencia, la dispersién
ocurre porque la velocidad del material varia con la profundidad. Por el contrario, con
la dispersion fisica la velocidad intrinseca de las ondas en un medio varia con la fre-
cuencial.

Para notar como la dispersion fisica resulta de la atenuacién, considere como la on-
da sismica cambia su forma. Asuma que una onda delta, un pulso de altura infinita y
drea unitaria (Fig. 61), se propaga a través de un medio eldstico homogéneo con una
velocidad intrinseca c:

u(z,t) = 6(t — x/c). (4.40)
La transformada de Fourier de la funcion delta
F(w) = / u($,t)€7thdt: / 5(t_$/c)efiwtdt: e*iwx/c7 (441)

muestra que la funcién delta estd constituida por ondas de todas las frecuencias.
Si no existiera dispersion, todas las frecuencias viajarian a la misma velocidad y lle-

17El arcoiris es resultado de la dispersion fisica de ondas de luz que pasan a través de gotas de agua en la
atmésfera o un prisma. La distintas frecuencias (colores) de la luz viajan a velocidades diferentes a través del
agua o el prisma, y se refractan con dngulos diferentes, separando la luz blanca inicial en diferentes colores.
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Figura 61: Izquierda: Una onda pulso que se propaga compuesta de una funcién delta.
Sin dispersidn, todas las frecuencias viajan a la misma velocidad. Centro: La funcién
delta después de la atenuacion se ensancha, mostrando que algo de energia arriba antes
que el tiempo de arribo de altas frecuencias. Derecha: El pulso incluyendo dispersion
fisica, hace que las ondas de bajas frecuencias viajen mas lentamente, de modo que
no arriban antes que el componente de altas frecuencias. Imagen tomada de Stein y
Wysession (2003).

garfan al mismo tiempo. El efecto de la atenuacién como funcidn de la distancia estd da-
do al escribir la ec. (4.39) como funcion de la frecuencia

A(w) = e 2¢Q 4.42)

que muestra que si () es constante, la taza a la cual la amplitud decae con la distancia
se incrementa rapidamente con la frecuencia. Para notar como la atenuacién afecta un
onda delta, se multiplica la ec. (4.41) por la ec. (4.42) y se usa la transformada inversa
de Fourier para regresar al dominio del tiempo

oo

1 e ; 1 WL iwx g
u(z,t) = %/ A(w)F(w)e™tdw = — e 2qe e e™ldw. (4.43)

27 J_

Evaluando la integral se tiene

(e, t) = <%) / <%)2 + (% —t)2 /x, (4.44)

de modo que la funcién delta se ensancha por la atenuaciéon en una onduleta que es
simétrica en tiempo con su mdximo en ¢ = z/c (Fig. 61, centro).

Un problema con esta solucién es que la energia sismica arriba antes que el tiempo de
viaje geométrico de la onda delta, t = x/c¢, que es el tiempo de arribo del componente
de altas frecuencias. De hecho, como las colas de la onduleta se extienden al infinito
a ambos lados de ¢ = x/c, algo de la energfa arribaria antes de que el terremoto ocu-
rriera. Esta situacién imposible, llamada no-causal, resulta del hecho que la atenuacién
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ensancha el pulso al remover de manera preferente las altas frecuencias.

De modo que los mecanismos fisicos que causan la atenuacién en la Tierra deben pre-
venir que las ondas de todas las frecuencias viajen a la misma velocidad. Entonces,
debe haber dispersidon, donde las bajas frecuencias viajan mds lentamente y arriban
después. Se observo en la Seccion 3.5 que en un medio dispersivo se distingue la velo-
cidad de fase c, la velocidad de onda de una sola frecuencia, de la velocidad de grupo
que describe la velocidad de un grupo de ondas. Tal que la condicién matemadtica de la
causalidad es que u(z,t) = 0 para todo ¢ < x/ce, donde co, = ¢(00) es la veloci-
dad de fase de las ondas con frecuencia infinita que arriban primero. Una relacién de
dispersion para la velocidad de fase como una funcién de la frecuencia, llamada ley de
atenuacion de Azimi, es

e(w) = co [1 + i@ In (i)} , (4.45)

s wo

donde ¢ es la velocidad de referencia que corresponde a la frecuencia de referencia
wp. Esta relacién provee la causalidad necesaria, porque el pulso resultante (Fig. 61,
derecha) tiene altas frecuencias que arriban en ¢ = $/c, mientras que las bajas fre-
cuencias arriban después con una duracién que depende del valor de Q. Si no existe
atenuacion (@ = 00), la ec. (4.45) no produce dispersién y la funcién delta no es en-
sanchada.

De la ec. (4.45), las velocidades de las ondas P y S, a y (3, varian en funcién del
periodo 7" como

o) = o (1- "0,

o(T) = ol) {1 — g (LQ;1 +(1— L)Q;g) ,
2
donde  L—2 <ﬁ) , (4.46)
3\«

donde (1) y 5(1) son las velocidades a 1 s. Entonces se pueden encontrar las diferen-
cias de los tiempos de viaje de ondas con distinto periodo al integrar a lo largo de la
trayectoria de rayo. Este efecto puede ser significativo. Para una onda S¢S vertical, el
tiempo de viaje paraun ondacon T’ = 40 s es 5 s mds lento que paralaondacon T =1
s. De un tiempo de viaje total cercano a 934 s, esta diferencia es de 0.5 %. Para ondas
PcP verticales con los mismos periodos, la diferencia del tiempo de viaje es de 1 s de
511 s (0.2 %). Este fenémeno genera discrepancias entre las estructuras de velocidad
sismica encontradas al invertir observaciones de modos normales de periodos grandes
con respecto a ondas de cuerpo de periodo pequenos. Las velocidades inferidas de los
modos normales son consistentemente mds pequefias que aquellas obtenidas de ondas
de cuerpo. Esta discrepancia refleja el hecho de que la atenuacién causa que las ondas
de periodos grandes viajen a velocidades mds lentas que las ondas de cuerpo. No con-
siderar este efecto conduce a errores en la prediccion de los tiempos de arribo de ondas
de cuerpo por varios segundos.

El pulso en la Fig. 61 (derecha) es llamado también operador de atenuacion y puede
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ser usado para modelar los efectos de atenuacion en las formas de onda sismica. Un
sismograma sintético calculado considerando una Tierra eldstica puede ser convolucio-
nado con el operador de atenuacién para crear un pulso mas realista.
La atenuacién de ondas de cuerpo es cominmente caracterizada usando el pardmetro
t*. Si el rayo viaja a través de una regién de @) constante,

t tiempo de viaje

= L Hempode Viaje (4.47)

@  factor de calidad

Como ( varia dentro de la Tierra, se obtiene ¢* al integrar a lo largo de la trayectoria

de rayo,
N

N dt At;

t o ; R (4.48)
donde At; y Q; son los tiempos de viaje y los factores de calidad para el i-ésimo seg-
mento del trayecto. Para ondas P, t7, es aproximadamente 1 s, mientras que para ondas
S el valor tipico de tj; es cercano a 4 s. Los valores de ¢* se incrementan conforme se
incrementa la distancia, pero también estan afectados por el nimero de pasajes a través
de la astenésfera (a 80 — 220 km de profundidad). Mientras mayor sea t*, mayor serd la
atenuacion.

A. Apéndice

A.1. Transformacion de coordenadas

Los vectores son entidades son magnitudes fisicas que permanecen iguales sin im-
portar el sistema coordenado en el que fueron definidos, aunque sus componentes di-
fieren entre sistemas coordenados. Por lo tanto, los vectores pueden ser definidos en un
sistema de coordenadas y reexpresados en otro. Esta propiedad es muy 1itil para resol-
ver problemas y revela el valor de la naturaleza de los vectores.

Para definir la relacién entre los componentes del vector y el sistema de coordenadas,
considere dos sistemas cartesianos ortogonales (Fig. 62). Como el origen es el mismo,
un sistema de coordenadas puede ser obtenido al rotar el otro a través de tres dngulos.
La relacion entre los dos conjuntos de vectores base, é;, €5, €5, y €], €5, €5, estd dada
por sus productos escalares, llamados cosenos directores,

é; . éj = COS Q5 = A4y, (Al)
donde los dngulos «;; son los dngulos entre los dos conjuntos de €jes.

Un vector puede ser expresado en términos de sus componentes en los dos sistemas
coordenados

U= U1 + Uy + uzéy = U €] + uhey + ufey (A2)

Dados los componentes u; en el sistema original, los componentes ) en el sistema pri-
mo son encontrados al tomar los productos escalares del vector con la base de vectores
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Figura 62: Relacién entre sistemas coordenados. Imagen tomada de Stein y Wysession
(2003).

del sistema primo

u’1 =€ u = (éll “ép)ur + (é/l “€9)ug + (éll - €3)us

a11u1 + a12u2 + aizusg,

i
Uy = €9 - G21U1 + Q22U + G23U3,

IS
|

i
U3 =€3-U = a3l + asaUz + azzus, (A.3)

que puede escribirse de forma matricial como

uj a1 a2 013 U1
u = Au, 0 uy | = aa ax a Ug (A4)
!
Uz asi asz as33 u3

donde A es la matriz que transforma un vector del sistema original al sistema primo.

Note que esto no es una relacion entre dos vectores diferentes u y «’ sino una relacién
entre los componentes del mismo vector en dos sistemas coordenados. La matriz A es

Unica y describe la transformacion entre estos sistemas de coordenadas.

Se puede también revertir la transformacién. Por analogia a la ec. (A.3), los compo-
nentes en el sistema original pueden ser encontrados a partir de aquellos en el sistema
primo como

up=e U = (&l + (& - E)un + (& - €3)us

! I I
a11U7 + a21Uy + a31Ug,

>
~

li / /
Uy = €9 - 12Uy + 22Uy + a32usg,

>
M
[

/ / /
Uz =¢é3-U = a13u; + a23Us + a33Ug3. (A.5)
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Combinando las ecuaciones, se puede escribir la transformacién inversa en forma ma-
tricial

i

U1 a1 a21 asi 5%
i

ug | =1 a2 a2 az ug |, (A.6)
I

us a13 Q23 G33 Ug

que muestra que las transformacion inversa es simplemente la transpuesta de la matriz

A

u= AT (A7)

De forma alternativa, la transformacidn inversa puede encontrarse multiplicando por la
matriz inversa
AN = A Au = Tu = w. (A.8)

De modo que la inversa de la matriz de transformacidn es igual a su transpuesta, de
modo que la matriz de transformacién es una matriz ortogonal. Esto resulta razonable
porque tanto las columnas como las filas de A son ortogonales. Como resultado esta

transformaciones de coordenadas son llamadas transformaciones ortogonales.
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